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Âñÿ ìîÿ ðàáîòà äîëæíà áûëà ñâåñòèñü ê

ïîèñêàì áëàãîðîäíîé ïðîñòîòû, ñâîáîäå îò

ïîêàçíîãî íàãðîìîæäåíèÿ ýôôåêòíûõ òðóä-

íîñòåé â óùåðá ÿñíîñòè; ââåäåíèå íåêîòî-

ðûõ íîâûõ ïðèåìîâ êàçàëîñü ìíå öåííûì ïî-

ñòîëüêó, ïîñêîëüêó îíî îòâå÷àëî ñèòóàöèè.

... Òàêîâû ìîè ïðèíöèïû.

Êðèñòîô Âèëëèáàëüä Ãëþê.
Ïðåäèñëîâèå ê îïåðå ¾Àëüöåñòà¿1).

Ïðåäèñëîâèå

Äàííûé êîíñïåêò ëåêöèé ïîäãîòîâëåí äëÿ áàêà-
ëàâðîâ III-ãî ¾ïðîãðàììèñòñêîãî¿ ïîòîêà ôàêóëüòåòà
ÂÌÊ ÌÃÓ, èçó÷àþùèõ â 5-ì ñåìåñòðå óêàçàííóþ äèñ-
öèïëèíó. Ìàòåðèàë ëåêöèé êàê áàçèðóåòñÿ íà èñòî÷íè-
êàõ, óêàçàííûõ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû (è, êàê ïðàâèëî,
òàê èëè èíà÷å ïåðåðàáîòàí), òàê è ïîäãîòîâëåí àâòî-
ðîì. Ïðè óêàçàííîé ïåðåðàáîòêå èíîãäà ïðèõîäèëîñü
èäòè, ñ ó÷¼òîì ñïåöèôèêè àóäèòîðèè è öåëåé êóðñà, íà
íåêîòîðîå óïðîùåíèå èçëîæåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ñòèëü èçëîæåíèÿ â ó÷åáíèêå è íåïî-
ñðåäñòâåííî íà ëåêöèÿõ ðàçëè÷åí. Â ó÷åáíèêå âñå òåî-
ðåìû ñîïðîâîæäàþòñÿ ñòðîãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè, à
ïîñëåäîâàòåëüíîå èçëîæåíèå îáû÷íî ñîïðîâîæäàåòñÿ
ðàçëè÷íûìè ïîÿñíåíèÿìè, óêàçûâàþùèìè åãî ñâÿçè ñ
äðóãèìè ïîíÿòèÿìè. Ïîñëåäíèé ñîäåðæèò, â îñíîâíîì,
ëèøü ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèé è òåîðåì, âîçìîæíî,

1) ê ñëîâó, ýòî Ïðåäèñëîâèå íàïèñàíî ëèáðåòòèñòîì Ðàíüåðè äå Êàëüöà-

áèäæè, à Ãëþêîì òîëüêî ïîäïèñàíî.

Вся моя работа должна была свестись к 

поискам благородной простоты, свободе от 

показного нагромождения эффектных труд- 

ностей в ущерб ясности; введение некото- 

рых новых приемов казалось мне ценным по- 

стольку, поскольку оно отвечало ситуации. 

... Таковы мои принципы. 

Кристоф Виллибальд Глок. 

Предисловие к опере «Альцеста» 0. 

Предисловие 

Данный конспект лекций подготовлен для бака- 

лавров Ш-го «программистского» потока факультета 

ВМК МГУ, изучающих в 5-м семестре указанную дис- 

циплину. Материал лекций как базируется на источни- 

ках, указанных в списке литературы (и, как правило, 

так или иначе переработан), так и подготовлен авто- 

ром. При указанной переработке иногда приходилось 

идти, с учётом специфики аудитории и целей курса, на, 

некоторое упрощение изложения. 

Заметим, что стиль изложения в учебнике и непо- 

средственно на лекциях различен. В учебнике все тео- 

ремы сопровождаются строгими доказательствами, а 

последовательное изложение обычно сопровождается 

различными пояснениями, указывающими его связи с 

другими понятиями. Последний содержит, в основном, 

лишь формулировки определений и теорем, возможно, 

О к слову, это Предисловие написано либреттистом Раньери де Кальца- 

биджи, а Глюком только подписано.
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äàæå áåç äîêàçàòåëüñòâ. Â ó÷åáíèêå æå äàííûé ìàòå-
ðèàë îáû÷íî ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿñíåíèÿìè, óêàçûâà-
þòñÿ åãî ñâÿçè ñ äðóãèìè ïîíÿòèÿìè, à âñå óòâåðæäå-
íèÿ, òåîðåìû, è ò.ä. ñîïðîâîæäàþòñÿ ñòðîãèìè äîêàçà-
òåëüñòâàì. Òàêæå â êîíñïåêòå ÷àñòî ïîâòîðÿþòñÿ íåêî-
òîðûå îïðåäåëåíèÿ, ôîðìóëû, âàæíûå ïðè èçëîæåíèè
ìàòåðèàëà â äàííûé ìîìåíò ëåêöèè. Ýòîãî èçáåãàþò â
ó÷åáíèêàõ, à ïîâòîðåíèå, êàê èçâåñòíî � îäíî èç ãëàâ-
íûõ óñëîâèé çàïîìèíàíèÿ è óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà2) Ïî
òîé æå ïðè÷èíå íåêîòîðûå ìîìåíòû ðàññóæäåíèé, äî-
êàçàòåëüñòâ èçëàãàþòñÿ ÷àñòî ïîäðîáíåå, ÷åì ýòî ïðè-
íÿòî â ó÷åáíèêàõ. È íàîáîðîò, ðåçóëüòàòû, îáîçíà÷å-
íèÿ è äð., ñ÷èòàþùèåñÿ èçâåñòíûìè, íå ïîÿñíÿþòñÿ è
èõ èñïîëüçîâàíèå íå ñïåöèôèöèðóåòñÿ, ÷òîáû íå îò-
âëåêàòüñÿ îò õîäà ðàññóæäåíèé.

Íà ëåêöèÿõ æå ÷àñòî íàïîìèíàþò íåêîòîðûå îïðå-
äåëåíèÿ, ôîðìóëû, âàæíûå ïðè èçëîæåíèè ìàòåðèàëà
â äàííûé ìîìåíò. Ýòîãî èçáåãàþò â ó÷åáíèêàõ, à ïî-
âòîðåíèå, êàê èçâåñòíî, � îäíî èç ãëàâíûõ óñëîâèé çà-
ïîìèíàíèÿ è óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà. Ïî òîé æå ïðè÷èíå
íåêîòîðûå ìîìåíòû ðàññóæäåíèé è äîêàçàòåëüñòâ èç-
ëàãàþòñÿ ÷àñòî ïîäðîáíåå (èíîãäà � çíà÷èòåëüíî), ÷åì
ýòî ïðèíÿòî â ó÷åáíèêàõ. Òî æå îòíîñèòñÿ è ê ïðèìå-
ðàì: íà ëåêöèÿõ â íà÷àëå ðàññìîòðåíèÿ òîé èëè èíîé
òåìû, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäÿò î÷åíü ïðîñòûå ïðèìåðû,
ÿñíî âûÿâëÿþùèå òå èëè èíûå ìîìåíòû íîâîãî ââîäè-
ìîãî ïîíÿòèÿ. È íàîáîðîò, ðåçóëüòàòû, îáîçíà÷åíèÿ è
äð., ñ÷èòàþùèåñÿ èçâåñòíûìè, íå ïîÿñíÿþòñÿ, ÷òîáû

2) ¾Äà¿ íóæäàåòñÿ â ïîâòîðåíèè. Æ. Äåððèäà. Íåêîòîðûå çàÿâëåíèÿ è
òðþèçìû...

даже без доказательств. В учебнике же данный мате- 

риал обычно сопровождается пояснениями, указыва- 

ются его связи с другими понятиями, а все утвержде- 

ния, теоремы, и т.д. сопровождаются строгими доказал 

тельствам. Также в конспекте часто повторяются неко- 

торые определения, формулы, важные при изложении 

материала в данный момент лекции. Этого избегают в 

учебниках, а повторение, как известно — одно из глав- 

ных условий запоминания и усвоения материала?) По 

той же причине некоторые моменты рассуждений, до- 

казательств излагаются часто подробнее, чем это при- 

нято в учебниках. И наоборот, результаты, обозначе- 

ния и др., считающиеся известными, не поясняются и 

их использование не специфицируется, чтобы не от- 

влекаться от хода рассуждений. 

На лекциях же часто напоминают некоторые опре- 

деления, формулы, важные при изложении материала, 

в данный момент. Этого избегают в учебниках, а по- 

вторение, как известно, — одно из главных условий за- 

поминания и усвоения материала. По той же причине 

некоторые моменты рассуждений и доказательств из- 

лагаются часто подробнее (иногда, — значительно), чем 

это принято в учебниках. То же относится и к приме- 

рам: на лекциях в начале рассмотрения той или иной 

темы, как правило, приводят очень простые примеры, 

ясно выявляющие те или иные моменты нового вводи- 

мого понятия. И наоборот, результаты, обозначения и 

др., считающиеся известными, не поясняются, чтобы 

2) «Да» нуждается в повторении. Ж. Деррида. Некоторые заявления и 

трюизмы...
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íå óêëîíÿòüñÿ îò õîäà ðàññóæäåíèé.
Â äàííîì êîíñïåêòå íåôîðìàëüíûå ¾êâàèçèîïðåäå-

ëåíèÿ¿ âûäåëÿþòñÿ êóðñèâîì, à ìîìåíòû, íà êîòîðûå
ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå � íàêëîííûì øðèôòîì.
Òàêæå îïóùåíû íåêîòîðûå ôàêóëüòàòèâíûå ñâåäåíèÿ,
ñîîáùàåìûå ëåêòîðîì ïðè èçëîæåíèè òîé èëè èíîé òå-
ìû (à íåîïóùåííûå äàíû óìåíüøåííûì øðèôòîì).

×òîáû â äàëüíåéøåì íå îòâëåêàòüñÿ îò ïîðÿäêà èç-
ëîæåíèÿ, â ïåðâîì ðàçäåëå ìû íàïîìèíàåì óæå, ñêîðåå
âñåãî, èçâåñòíûå ÷èòàòåëþ, íåêîòîðûå îñíîâíûå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è ôàêòû.

Ãëàâà 3 íàïèñàíà ñîâìåñòíî ñ Ä.À. Êðîïîòîâûì.
Åãî ìàòåðèàëû òàêæå èñïîëüçîâàíû â ãëàâå 2.

Ñ. È. Ãóðîâ

не уклоняться от хода рассуждений. 

В данном конспекте неформальные «кваизиопреде- 

ления» выделяются курсивом, а моменты, на которые 

следует обратить внимание — наклонным шрифтом. 

Также опущены некоторые факультативные сведения, 

сообщаемые лектором при изложении той или иной те- 

мы (а неопущенные даны уменьшенным шрифтом). 

Чтобы в дальнейшем не отвлекаться от порядка из- 

ложения, в первом разделе мы напоминаем уже, скорее 

всего, известные читателю, некоторые основные мате- 

матические понятия и факты. 

Глава 3 написана совместно с Д.А. Кропотовым. 

Его материалы также использованы в главе 2. 

С. И. Гуров
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Ãëàâà 1

Êëàññè÷åñêèå

àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû

1.1 Ãðóïïû

Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ãðóïïà åñòü òðîéêà ⟨G, ◦, e ⟩, ãäå
G � íåïóñòîå ìíîæåñòâî íàçûâàåìîå íîñèòåëåì,
e ∈ G � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, à ◦ � áèíàðíàÿ îïå-
ðàöèÿ íà íîñèòåëå, îáåñïå÷èâàþùàÿ âûïîëíåíèå ñëå-
äóþùèõ çàêîíîâ èëè àêñèîì ãðóïïû:[
0) ∀x, y : x ◦ y ∈ G � óñòîé÷èâîñòü íîñèòåëÿ;

]
1) ∀x, y, z : (x◦y)◦z = x◦(y◦z)� àññîöèàòèâíîñòü

ãðóïïîâîé îïåðàöèè;

2) ∃ e ∀x : e ◦ x = x ◦ e = x � ñóùåñòâîâàíèå
íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà e;

3) ∀x ∃ y : y ◦ x = x ◦ y = e � ñóùåñòâîâàíèå
îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ êî âñåì x ∈ G.

Ëåãêî ïîêàçûâàþòñÿ åäèíñòâåííîñòü íåéòðàëüíîãî ýëåìåí-
òà ãðóïïû è åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà ê äàííîìó:
ïðåäïîëàãàÿ îáðàòíîå òóò æå ïðèõîäÿò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

1.1. Группы 7 

Глава 1 

Классические 

алгебраические структуры 

1.1 Группы 

Определения и примеры групп 

Определение 1.1. Группа есть тройка (С, о, е), где 

С — непустое множество называемое носителем, 
ее С — нейтральный элемент, а о — бинарная опе- 

рация на носителе, обеспечивающая выполнение сле- 

дующих законов или аксиом группы: 

10) Ут, у: тоу Е С — устойчивость носителя; 

1) Ух, у, 2: (тоу)од = хо(уо2) — ассоциативность 
групповой операции; 

2) Зе Ух: еот = тое = т — существование 
нейтрального элемента е; 

3) Ут Зу: уот = тоу = е — существование 

обратных элементов ко всем х Е С. 

Легко показываются единственность нейтрального элемен- 

та группы и единственность обратного элемента к данному: 

предполагая обратное тут же приходят к противоречию.
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Ïðè îòñóòñòâèè íåÿñíîñòåé, ãðóïïû îáîçíà÷àþò
⟨G, ◦ ⟩ èëè, êàê è â ñëó÷àå âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-
ñòåì (ÀÑ) � ïðîñòî ñèìâîëîì íîñèòåëÿ G.

Ãðóïïû ñî ñâîéñòâîì x◦y = y◦x ïðèíÿòî íàçûâàòü
íå êîììóòàòèâíûìè, à àáåëåâûìè1). Äëÿ íèõ èñïîëü-
çóþò àääèòèâíóþ çàïèñü x + y ãðóïïîâîé îïåðàöèè,
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò íàçûâàþò íóëåì (0), à îáðàòíûé
ê ýëåìåíòó x � ïðîòèâîïîëîæíûì (−x).

Â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçóþò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ
çàïèñü ãðóïïîâîé îïåðàöèè, âìåñòî ◦ ïèøóò · (èëè ýòîò
ñèìâîë âîîáùå îïóñêàþò), îáðàòíûé ê x ýëåìåíò îáî-
çíà÷àþò x−1, íåéòðàëüíûé � íàçûâàþò åäèíèöåé, è
êîãäà ãðóïïà èìååò ÷èñëîâîé õàðàêòåð, îáîçíà÷àþò åãî
ñèìâîëîì 1.

Îïðåäåëèì öåëóþ ñòåïåíü ýëåìåíòà ïðè ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîé çàïèñè: ïîëîæèì a0 = e, à äëÿ n ∈ N �

an = a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n ñèìâîëîâ a

, a−n =
(
a−1
)n

.

Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü îáû÷íûõ ñâîéñòâ
ñòåïåíè:

am+n = aman, am−n =
am

an
, (am)n = amn,

a−n = (a−1)n = (an)−1, (ab)−1 = b−1a−1.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êðàòíîå na ýëåìåíòà a ãðóï-
ïû ïðè àääèòèâíîé çàïèñè.

Åñëè |G| = n, òî G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n;
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðóïïà áåñêîíå÷íàÿ.

1) Â ÷åñòü íîðâåæñêîãî ìàòåìàòèêà Íèëüñà Àáåëÿ (Niels Henrik Abel,
1802�1829).
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При отсутствии неясностей, группы обозначают 

(С, о) или, как и в случае всех алгебраических си- 

стем (АС) — просто символом носителя (=. 
Группы со свойством оу = уох принято называть 

не коммутативными, а абелевыми). Для них исполь- 

зуют аддитивную запись х - у групповой операции, 

нейтральный элемент называют нулем (0), а обратный 

к элементу 5 — противоположным (—:). 
В общем случае используют мультипликативную 

запись групповой операции, вместо о пишут . (или этот 

символ вообще опускают), обратный к 1 элемент обо- 

значают т 1, нейтральный — называют единицей, и 

когда группа имеет числовой характер, обозначают его 

символом 1. 

Определим целую степень элемента при мульти- 

пликативной записи: положим а =е, адлятЕ М — 

7 символов а 

Легко показывается справедливость обычных свойств 

степени: 

Аналогично определяется кратное па элемента а груп- 

пы при аддитивной записи. 

Если |С!| = п, то С — конечная группа порядка п; 

в противном случае группа, бесконечная. 

ЭВ честь норвежского математика Нильса Абеля (№е1з Нешак АЪе, 

1802-1829).
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Ïðèìåð 1.2. 1. ×èñëîâûå ãðóïïû � âñå îíè àáåëåâû:

� Z, Q, R, C � ãðóïïû îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

� nZ = { 0, ±n, ±2n, . . . }, òî åñòü âñå öåëûå,
êðàòíûå n ∈ N � àáåëåâà ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ.

� Zn = { 0, 1, . . . , n− 1 } , n ⩾ 2 � àáåëåâà
ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, ðåçóëüòàò êîòîðîãî áåð¼òñÿ
ïî mod n.

� Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ Q, R, C � àáåëå-
âû ãðóïïû îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

2. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn � ãðóïïà âñåõ ïîä-
ñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèè èõ êîìïîçèöèè. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò Sn � åäè-
íè÷íàÿ ïîäñòàíîâêà. ßñíî, ÷òî |Sn| = n!, è ëåãêî ïî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî Sn íåàáåëåâà ïðè n > 2.

Ïðÿìîé ñóììîé H ⊕ G àáåëåâûõ ãðóïï H è G íàçûâàåòñÿ
ãðóïïà, îïðåäåë¼ííàÿ íà íîñèòåëÿõ H è G ñ çàäàííîé ïîêîìïî-
íåíòíî îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ:

(h1, g1) + (h2, g2) = (h1 + h2, g1 + g2),

h1, h2 ∈ H, g1, g2 ∈ G.

ßñíî, ÷òî ïðÿìàÿ ñóììà àáåëåâûõ ãðóïï � àáåëåâà ãðóïïà.

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà a ãðóïïû
⟨G, ·, e ⟩ ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì n ñïðàâåäëèâî

an = e.

Òîãäà íàèìåíüøåå òàêîå n íàçûâàþò ïîðÿäêîì ýòîãî
ýëåìåíòà, ñèìâîëè÷åñêè ord a; èíà÷å äàííîìó ýëåìåíòó

1.1. Группы 9 

Пример 1.2. 1. Числовые группы — все они абелевы: 

е //, О, В, С — группы относительно сложения. 

е 10 = {0, м, +2,...}, то есть все целые, 

кратные п Е М — абелева группа по сложению. 

е 2. = 101... 1-1}, п > 2 — абелева 

группа по сложению, результат которого берётся 

по топ. 

е Ненулевые элементы множеств ©, В, С — абеле- 

вы группы относительно умножения. 

2. Симметрическая группа ©, — группа, всех полд- 

становок п-элементного множества относительно опе- 

рации их композиции. Нейтральный элемент 5» — еди- 

ничная подстановка. Ясно, что |5,| = т, и легко по- 
казывается, что 5„ неабелева при п > 2. 

Прямой суммой Н Ф С абелевых групп Н и С называется 

группа, определённая на носителях Н и С с заданной покомпо- 

нентно операцией сложения: 

(Ра, 91) + (№2, 92) = (№ + А, 94 92), 

Вл, В Е Н, 91, 92 © С. 

Ясно, что прямая сумма абелевых групп — абелева группа. 

Может оказаться, что для элемента а группы 

(а, .,е) при некотором натуральном ® справедливо 

а” =е. 

Тогда наименьшее такое % называют порядком этого 

элемента, символически от4 а; иначе данному элементу



10 Ãëàâà 1. Êëàññè÷åñêèå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû

ïðèïèñûâàþò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê. Àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîðÿäîê è äëÿ àääèòèâíîé çàïèñè ãðóïïû.
Íàïðèìåð, â ãðóïïå Z6 = { 0, 1, 2, 3, 4, 5 } ñî ñëîæåíè-
åì ïî mod 6 â êà÷åñòâå ãðóïïîâîé îïåðàöèè, ïîðÿäêè
ýëåìåíòîâ ñóòü

ord 1 = ord 5 = 6, ord 2 = ord 4 = 3,

ord 3 = 2, ord 0 = 1. (1.1)

Ïîäãðóïïû, ñìåæíûå êëàññû, èçîìîðôèçìû.
Åñëè ⟨G, ·, e ⟩ � ãðóïïà, à H � ïîäìíîæåñòâî G, ñà-
ìî ÿâëÿþùååñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ·, òî
⟨H, ·, e ⟩ � ïîäãðóïïà G, ñèìâîëè÷åñêè H ⩽ G.

×òîáû ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîäìíîæåñòâî H ⊆ G ïîä-
ãðóïïîé ãðóïïû ⟨G, ·, e ⟩, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëè-
âîñòü

∀ a, b ∈ H : a · b−1 ∈ H.

ßñíî, ÷òî íåéòðàëüíûé ýëåìåíò e âõîäèò â ëþáóþ
ïîäãðóïïó. Îäíîýëåìåíòíàÿ åäèíè÷íàÿ E = {e} è âñÿ
ãðóïïà � òðèâèàëüíûå ïîäãðóïïû ëþáîé ãðóïïû.

Åñëè a � ýëåìåíò ïîðÿäêà n ãðóïïû ⟨G, ·, e⟩, òî îí
ïîðîæäàåò â G ïîäãðóïïó, îáîçíà÷àåìóþ ⟨a⟩:

⟨a⟩ =
{
a, a2, . . . , an−1, an = a0 = e

}
⩽ G.

::::::::::
Òåîðåìà 1.3 (Æ. Ë. Ëàãðàíæ). Ïîðÿäîê ïîäãðóïïû H
êîíå÷íîé ãðóïïû G äåëèò ïîðÿäîê ñàìîé ãðóïïû:∣∣G ∣∣ = ∣∣H ∣∣ · [G : H

]
.

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî [G : H ] íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì
ïîäãðóïïû H ïî ãðóïïå G.
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приписывают бесконечный порядок. Аналогично опре- 
деляется порядок и для аддитивной записи группы. 
Например, в группе 2 = {0,1,2,3,4,5 } со сложени- 
ем по плод 6 в качестве групповой операции, порядки 
элементов суть 

от 1 = ога5 = 6, от42 = ота4 = 3, 

ог43 =2, ога0 = 1. (1.1) 

Подгруппы, смежные классы, изоморфизмы. 

Если (а, .е) — группа, а Н — подмножество С’, са 

мо являющееся группой относительно операции 

(Н, -.е) — подгруппа С, символически Н < С. 

., ТО 

Чтобы проверить, является ли подмножество Н © С под- 

группой группы (С, .,е), достаточно установить справедли- 

вость 
Уа. ЕН: а: ЕН. 

Ясно, что нейтральный элемент е входит в любую 

подгруппу. Одноэлементная единичная Е = {е} и вся 
группа — тривиальные подгруппы любой группы. 

Если а — элемент порядка п группы (С, .,е), то он 
порождает в ( подгруппу, обозначаемую (а): 

__ 2 п—1 0 
> ) 9.) ) > > . (а) = {а,а ап =а=е} < С 

Теорема 1.3 (Ж. Л. Лагранж). Порядок подгруппы Н 

конечной группы С делит порядок самой группы: 

в = [н|-[9:н]. 
Натуральное число [С:Н] называется индексом 

подгрупп Н по группе С.
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:::::::::::::
Ñëåäñòâèå. Ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà êîíå÷íîé ãðóïïû
äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.

Äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï äàííàÿ òåîðåìà èìååò óñèëå-
íèå.

::::::::::
Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ýëå-
ìåíòà â êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïå G. Òîãäà ïîðÿäîê
ëþáîãî ýëåìåíòà G äåëèò m.

Êàê ïðèìåð � ñì. ðàâåíñòâà 1.1.

Îïðåäåëåíèå ëåâîãî xH è ïðàâîãî Hx ñìåæíûõ
êëàññîâ (cosets) ãðóïïû ⟨G, ◦, e⟩ ïî ïîäãðóïïå H ñ
ïðåäñòàâèòåëåì x ∈ G:

xH = {x ◦ h | h ∈ H }, Hx = {h ◦ x | h ∈ H }.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.5 (î ðàçëîæåíèè ãðóïïû íà ñìåæíûå

êëàññû). Ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ïî äàííîé ïîäãðóï-
ïå ñ ðàçíûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè ëèáî íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò, è â ñîâîêóïíîñòè ñîñòàâëÿþò
âñþ ãðóïïó. Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðàâûõ ñìåæ-
íûõ êëàññîâ.

Âñå ëåâûå (êàê è âñå ïðàâûå) ñìåæíûå êëàññû
ãðóïïû ïî äàííîé ïîäãðóïïå ðàâíîìîùíû ýòîé ïîä-
ãðóïïå.

Ïðèìåð 1.6. Ðàññìîòðèì ãðóïïó G = {0, 1, . . . , 5} ∼=
Z6 è å¼ ïîäãðóïïó H = {0, 3} ∼= Z3. Òîãäà [ G : H ] =
6 : 2 = 3, è ñìåæíûå êëàññû G ïî H ñóòü

0+H = {0, 3} = H, 1+H = {1, 4}, 2+H = {2, 5}.
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Следствие. Порядок любого элемента конечной группы 

делит порядок группы. 

Для абелевых групп данная теорема имеет усиле- 

ние. 

Теорема 1.4. Пусть т — максимальный порядок эле- 

мента в конечной абелевой грутте С’. Тогда порядок 

любого элемента С’ делит, т. 

Как пример — см. равенства 1.1. 

Определение левого хН и правого Нх смежных 

классов (с05е8) группы (С,о,е) по подерутте Н с 
представителем 1 Е С: 

фН = {той | ВЕН}, Нх = {Вот| ВЕН}. 

Утверждение 1.5 (о разложении группы на смежные 

классы). Левые смежные классы по данной подгруп- 

пе с разными представителями либо не пересекают- 

ся, либо совпадают, и в совокупности составляют 

всю группу. То же справедливо и для правых смеж- 

ных классов. 

Все левые (как и все правые) смежные классы 
группы по данной подгруппе равномощны этой под- 
группе. 

Пример 1.6. Рассмотрим группу С = {0,1,...,5} = 
76 и её подгруппу Н = {0, 3} = 2. Тогда [< :Н] 
6:2 = 3, и смежные классы С’ по Н суть 

0+Н = {0,3} =Н, 1+Н=41,4}, 2+Н= {2,5}.
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Åñëè ∀x ∈ G âñåãäà xH = Hx, òî ïîäãðóïïó H
íàçûâàþò íîðìàëüíîé, ñèìâîëè÷åñêè H P G. ßñíî,
÷òî â àáåëåâîé ãðóïïå âñå ïîäãðóïïû íîðìàëüíû.

Çàìåòèì, ÷òî íåçàâèñèìî îò âûáîðà ýëåìåíòîâ
x ∈ aH è y ∈ bH, åñëè ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà, ðå-
çóëüòàò x ◦ y áóäåò íàõîäèòñÿ â (a ◦ b)H. Ïîýòîìó îïå-
ðàöèþ íàä ýëåìåíòàìè ìîæíî ðàñøèðèòü äî îïåðàöèè
íàä ñìåæíûìè êëàññàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóï-

ïû ⟨G, ◦ ⟩ ïî å¼ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H, ñíàáæ¼ííîå
îïåðàöèåé •

(aH) • (bH) = (a ◦ b)H,

íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïîé ãðóïïû G ïî H, ñèìâîëè-
÷åñêè G/H.

Äîïóñêàÿ âîëüíîñòü ðå÷è, ýëåìåíòû ôàêòîðãðóïï

÷èñëîâûõ ãðóïï áóäåì òàêæå íàçûâàòü ÷èñëàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Äëÿ ãðóïï ⟨G, ◦, e ⟩ è ⟨G ′, ·, e ′ ⟩ îòî-
áðàæåíèå φ : G→ G ′ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè
îíî áèåêòèâíî è

φ(a ◦ b) = φ(a) · φ(b).

Òîãäà ýòè ãðóïïû íàçûâàþò èçîìîðôíûìè, ñèìâîëè-
÷åñêè G ∼= G ′.

::::::::::
Òåîðåìà 1.9 (Êýëè). Ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçîìîðô-
íà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn.
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Если Ут Е С всегда хН = На, то подгруппу Н 

называют нормальной, символически Н З С. Ясно, 

что в абелевой группе все подгруппы нормальны. 

Заметим, что независимо от выбора элементов 

хеаНиуе ВН, если подгруппа Н нормальна, ре- 

зультат оу будет находится в (ао6)Н. Поэтому опе- 
рацию над элементами можно расширить до операции 

над смежными классами. 

Определение 1.7. Множество смежных классов груп- 

пы (С, о) по её нормальной подгруппе Н, снабжённое 

операцией ® 

(@Н)® (ФН) = (аз И. 
называется факторгруппой группы С по Н, символи- 

чески С/Н. 

Допуская вольность речи, элементы факторгрупи 

числовых групп будем также называть числами. 

/ / Определение 1.8. Для групп (С, ое) и(С’ -, е’) ото- 
бражение ф : С -} С’ называется изоморфизмом, если 

оно биективно и 

Ф(аоб) = ф(а) : $(5). 

Тогда эти группы называют изоморфными, символи- 

чески а = С.. 

Теорема 1.9 (Кэли). Любая группа порядка п, изоморф- 

на некоторой подгруппе симметрической группы 5ъ.
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Åñëè â îïðåäåëåíèè èçîìîðôèçìà ñíÿòü òðåáîâàíèå
áèåêòèâíîñòè φ, òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ãîìîìîðôèç-
ìà ãðóïï. Íàïðèìåð, ãîìîìîðôèçìîì ÿâëÿåòñÿ îòîá-
ðàæåíèå φ : Z → Zn, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó öåëî-
ìó ÷èñëó åãî âû÷åò ïî mod n � îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà
n (íàïîìíèì, îí âñåãäà íåîòðèöàòåëåí, à ñëîâî âû÷åò
(ëàò. residum) è îçíà÷àåò îñòàòîê).

Ñèìâîëè÷åñêè, åñëè G è G ′ � äâå ãðóïïû è φ : G → G ′ �
ãîìîìîðôèçì, òî

Im(φ) ∼= G/Ker(φ),

ãäå Im(φ) = {φ(g) | g ∈ G },
Ker(φ) = { g ∈ G | φ(g) = e ′ }, e ′ � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò G ′.

Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû. Ðàññìîòðèì ãðóïïû ñ çàïè-
ñüþ ãðóïïîâîé îïåðàöèè â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå.
Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû C åñòü
öåëàÿ ñòåïåíü íåêîòîðîãî ñâîåãî ýëåìåíòà a, òî åñòü

C = { an | a ∈ C, n ∈ Z } = ⟨a⟩,
òî òàêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, à ñàì ýëå-
ìåíò a � ïîðîæäàþùèì èëè îáðàçóþùèì

Ïðè çàïèñè â àääèòèâíîé ôîðìå �

C = {na | a ∈ C, n ∈ Z } .
Â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò

îáû÷íî íå åäèíñòâåíåí. Íàïðèìåð, â ãðóïïå ⟨Z, +, 0 ⟩
èìååòñÿ äâà ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòà: −1 è +1.

ßñíî, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà àáåëåâà, è ëþáàÿ å¼
ïîäãðóïïà � öèêëè÷åñêàÿ.

Ïðèìåð: ãðóïïà
〈
2π
n

〉
ïîâîðîòîâ ïðàâèëüíîãî

n-óãîëüíèêà âîêðóã ñâîåãî öåíòðà íà óêàçàííûé óãîë
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Если в определении изоморфизма снять требование 

биективности ф, то получим определение гомоморфиз- 

ма групп. Например, гомоморфизмом является отоб- 

ражение ф: Й -} Г», сопоставляющее каждому цело- 

му числу его вычет по то п — остаток от деления на 

п (напомним, он всегда неотрицателен, а слово вычет 

(лат. ге ит) и означает остаток). 
Символически, если Си С’ — две группы иф: @ > С' — 

гомоморфизм, то 

Па(ф) = С/ Кег(ф), 
где и(ф) = {$(9) |9еС} 
Кег(ф) = {9ЕС|49(9) =е'}, е'— нейтральный элемент С”. 

Циклические группы. Рассмотрим группы с запи- 

сью групповой операции в мультипликативной форме. 

Если окажется, что каждый элемент группы С’ есть 

целая степень некоторого своего элемента а, то есть 

С = {а |аЕС,пЕ {} = (а), 

то такая группа называется циклической, а сам эле- 

мент а — пороэедающим или образующим 

При записи в аддитивной форме — 

С = {па|ае С, пЕ 1}. 

В циклической группе порождающий элемент 
обычно не единственен. Например, в группе { й, +, 0) 
имеется два порождающих элемента: —1 и +1. 

Ясно, что циклическая группа, абелева, и любая её 

подгруппа — циклическая. 
Пример: группа (2") поворотов правильного 

п-угольника вокруг своего центра на указанный угол
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ñ ñîâïàäåíèåì èñõîäíîãî è ïîëó÷åííîãî ïîëîæåíèÿ �
öèêëè÷åñêàÿ.

Äëÿ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò a èìååò áåñêîíå÷íûé ïî-
ðÿäîê � òîãäà ãðóïïà áåñêîíå÷íà è ñîñòîèò èç ýëå-
ìåíòîâ

. . . , a−2, a−1, a0, a1, a2, . . . .

ßñíî, ÷òî îíà èçîìîðôíà ãðóïïå ⟨Z, +, 0 ⟩.
2. Ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò a èìååò êîíå÷íûé ïî-

ðÿäîê n, è òîãäà ïîëó÷àåì êîíå÷íóþ àáåëåâó ãðóïïó

C = ⟨a⟩ è ord a = |C| = n.

Äàííàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà àääèòèâíîé ãðóïïå〈
{0, 1, . . . , n− 1}, +, 0

〉
= Zn

∼= Z/nZ,

â êîòîðîé ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ áåð¼òñÿ ïî mod n.
Ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò èç

óòâåðæäåíèÿ 1.26.

Èòàê, ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èçî-
ìîðôíà Z, à êîíå÷íàÿ ïîðÿäêà n � èçîìîðôíà Zn,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âñå êîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóï-

ïû îäíîãî ïîðÿäêà èçîìîðôíû äðóã äðóãó. Íàïðèìåð,
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà { 1, −1, i, −i } èçìîðôíà
àääèòèâíîé Z4.

Â Zn âñå ýëåìåíòû ïîðÿäêà n ÿâëÿþòñÿ ïîðîæäà-
þùèìè. Ïîýòîìó èõ ÷èñëî ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n.

Çíà÷åíèå ôóíêöèè Ýéëåðà φ(n) íàòóðàëüíîãî àð-
ãóìåíòà n åñòü êîëè÷åñòâî ÷èñåë èç èíòåðâàëà
[ 1, . . . , n− 1 ] âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n è φ(1) = 1.
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с совпадением исходного и полученного положения — 

циклическая. 

Для циклических групп возможны два случая. 

1. Порождающий элемент а имеет бесконечный по- 

рядок — тогда группа бесконечна и состоит из эле- 

ментов 

Ясно, что она изоморфна группе (, +, 0). 

2. Порождающий элемент а имеет конечный по- 

рядок п, и тогда получаем конечную абелеву группу 

С = (а) и отаа = |С| = п. 

Данная группа изоморфна аддитивной группе 

( {0,1,... в- 1}, 0) = 2, = 2/18, 

в которой результал` сложения берётся по то4 п. 
Справедливость последнего соотношения вытекает из 

утверждения 1.26. 

Итак, любая бесконечная циклическая группа изо- 

морфна Й, а конечная порядка п% — изоморфна Фи, 

откуда следует, что все конечные циклические груп- 

пы одного порядка изоморфны друг другу. Например, 

мультипликативная группа {1, —1, 1%, —&} изморфна 

аддлитивной (4. 

В Й, все элементы порядка п являются порожда- 

ющими. Поэтому их число совпадает с количеством 

натуральных чисел, взаимно простых с п. 

Значение функции Эйлера ф(п) натурального ар- 
гумента п есть количество чисел из интервала 
[1,.... № -1] взаимно простых с пи ф(Т) = 1.
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Íàïðèìåð, φ(6) =
∣∣{1, 5}∣∣ = 2.

ßñíî, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èìååò
ðîâíî φ(n) ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà (p � ïðîñòîå):

� φ(p) = p− 1;

� φ(nk) = nk−1φ(n), îòêóäà φ(pk) = pk−1(p− 1);

� åñëè m è n âçàèìíî ïðîñòû, òî

φ(m · n) = φ(m) · φ(n)
� ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè Ýéëåðà;

�

∑
d|n

φ(d) = n;

� ïðè n > 2 çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ Ýéëåðà ÷¼òíûå, è,
ñëåäîâàòåëüíî, φ(n) ⩾ 2.

Èëëþñòðàöèÿ ñâîéñòâ:

φ(12) = φ(22 · 3) = 21 · 1 · 2 = 4,

φ(15) = φ(3 · 5) = φ(3) · φ(5) = 2 · 4 = 8,

φ(16) = φ(24) = 23 · φ(2) = 8,

φ(36) = φ(4 · 9) = 21 · 1 · 31 · 2 = 12,

φ(99) = φ(32 · 11) = 3 · 2 · 10 = 60,

n = 6, D(6) = { 1, 2, 3, 6 } � ìíîæåñòâî äåëèòåëåé 6,

φ(1) + φ(2) + φ(3) + φ(6) = 6.

1.1. Группы 15 

Например, $(6) = |{1,5} | = 2. 
Ясно, что циклическая группа порядка п имеет 

ровно ф(п) порождающих элементов. 
Свойства функции Эйлера (р — простое): 

® ор =Р- Г 

е 2(п^) = п” (п), откуда ф(р") = р Цр- 1); 

® если т и п взаимно просты, то 

р(т: п) = ф(т) -ф(п) 
— мультипликативность функции Эйлера; 

. 2+) = п; 

е при п > 2 значения функция Эйлера чётные, и, 

следовательно, ф(п) > 2. 

Иллюстрация свойств: 

(12) = Ф(2*.3) =2.1.2 = 4, 

= $(3.5) = $(3) -$(5) =2.4 = 8, 
$(2^) = ®.$(2) = 8, 

= Ф(4.9) =2.1.31.2 = 12, 

Ф(3?.11) =3:2.10 = 60, 

(6) = { 1, 2, 3, 6} — множество делителей 6, 

+ $(2) + $(3) + 9(6) = 6.
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1.2 Êîëüöà

Êîëüöà: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.10. Àáåëåâà ãðóïïà ⟨R, +, 0 ⟩ íàçûâà-
åòñÿ êîëüöîì, ñèìâîëè÷åñêè ⟨R, +, ·, 0 ⟩, åñëè íà íåé
îïðåäåëåíà óñòîé÷èâàÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæå-
íèÿ ·, ñâÿçàííàÿ ñî ñëîæåíèåì + äèñòðèáóòèâíûìè
çàêîíàìè

x · (y + z) = x · y + x · z è (y + z) · x = y · x+ z · x.

Äèñòðèáóòèâíûå çàêîíû îáåñïå÷èâàþò òîò ôàêò, ÷òî íåé-
òðàëüíûé ýëåìåíò íîëü ïî ñëîæåíèþ áóäåò ÿâëÿòüñÿ è íóë¼ì
ïî óìíîæåíèþ: ∀x ∈ R : x · 0 = 0. Ïîýòîìó ëþáóþ àáåëåâó
ãðóïïó G ìîæíî ôîðìàëüíî ïðåâðàòèòü â êîëüöî, çàäàâ íà íåé
íóëåâîå óìíîæåíèå: ∀x, y ∈ G : x · y = 0.

Îòìåòèì, ÷òî â êîëüöå äåëåíèå íå ïîñòóëèðóåòñÿ.

Êëàññè÷åñêèìè ïðèìåðàìè êîëåö ÿâëÿþòñÿ:

1) öåëûå ÷èñëà Z ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ;

2) Zn = { 0, 1, . . . , n− 1 } , n ⩾ 2 ñ îáû÷íûìè
îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, ðåçóëüòàò
êîòîðûõ áåð¼òñÿ ïî mod n.

Äàííîå êîëüöî íàçûâàþò êîëüöîì êëàññîâ âû÷å-
òîâ2), ðàññìàòðèâàÿ åãî ýëåìåíòû êàê îñòàòêè îò
äåëåíèÿ öåëûõ íà n, à ðåçóëüòàòû îáû÷íûõ îïå-
ðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ áåðóòñÿ ïî mod n.

2)Èíòóèòèâíî, ýòî êîëüöî ïîëó÷àåòñÿ èç îòðåçêà [ 0, n−1 ] ñîåäèíåíèåì
åãî êîíöîâ, ÷òî äàëî íàçâàíèå ¾êîëüöî¿ âñåé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðå ñ
àíàëîãè÷íûìè Zn ñâîéñòâàìè.
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1.2 Кольпа 

Кольца: определение, основные свойства 

Определение 1.10. Абелева, группа (В, +, 0) называ- 
ется кольцом, символически ( В, +, -, 0), если на ней 
определена устойчивая бинарная операция умноже- 

ния ., связанная со сложением - дистрибутивными 

законами 

х.(у+ 2) =т.у+т.2 и (у+2).-т=у.х+ 2.1. 

Дистрибутивные законы обеспечивают тот факт, что ней- 

тральный элемент ноль по сложению будет являться и нулём 

по умножению: Ух Е В: т-0 = 0. Поэтому любую абелеву 

группу а можно формально превратить в кольцо, задав на ней 

нулевое умножение: Ух уЕС:т-у=0. 

Отметим, что в кольце деление не постулируется. 

Классическими примерами колец являются: 

1) целые числа @ с обычными операциями сложе- 

ния и умножения; 

2) 7, = {0,1,.... п-1}, п > 2 с обычными 

операциями сложения и умножения, результат 

которых берётся по тоа п. 

Данное кольцо называют кольцом классов выче- 

тов?) 

деления целых на п, а результаты обычных опе- 

раций сложения и умножения берутся по то4 п. 

‚ рассматривая его элементы как остатки от 

2) Интуитивно, это кольцо получается из отрезка [ 0, — 1 ] соединением 

его концов, что дало название «кольцо» всей алгебраической структуре с 

аналогичными Я„ свойствами.
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3) Q � êîëüöî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùååñÿ
ïîëåì. Ýòî ïðîñòåéøåå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0;
îíî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ
â òåîðèè ÷èñåë. Ïîïîëíåíèå åãî ïî ðàçëè÷íûì
íåýêâèâàëåíòíûì íîðìàì äà¼ò ïîëÿ âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë R è p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp, ãäå p �
ïðîèçâîëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî.

Êîëüöà ñïåöèàëüíîãî âèäà.

� Àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûå êîëüöà � ñ óêà-
çàííûìè ñâîéñòâàìè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.

� Åñëè â êîëüöå èìååòñÿ íåéòðàëüíûé ýëåìåíò 1 ïî
óìíîæåíèþ (x · 1 = 1 · x = x), òî îíî íàçûâàåòñÿ
êîëüöîì ñ åäèíèöåé èëè óíèòàëüíûì, ñèìâîëè-
÷åñêè ⟨R, +, ·, 0, 1 ⟩.

� Òðèâèàëüíîå êîëüöî � îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñò-
âî {0}; â í¼ì è òîëüêî â í¼ì 0 = 1.

� Êîëüöî R � áåç äåëèòåëåé íóëÿ, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ íåíóëåâûõ åãî ýëåìåíòîâ a è b íåâîçìîæíî,
÷òîáû a · b = 0.

Íàïðèìåð, êîëüöî êâàäðàòíûõ ìàòðèö íåòðèâèàëüíîãî
ïîðÿäêà n ⩾ 2 èìååò äåëèòåëè íóëÿ:[

1 1
1 1

]
×
[
1 1
−1 −1

]
=

[
0 0
0 0

]
.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Íåòðèâèàëüíîå óíèòàëüíîå àññîöèà-
òèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ íà-
çûâàåòñÿ öåëîñòíûì (îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè, ID,
Integral Domain).
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3) @) — кольшо рациональных чисел, являющееся 

полем. Это простейшее поле характеристики 0; 

оно является основным объектом исследования 

в теории чисел. Пополнение его по различным 

неэквивалентным нормам даёт поля веществен- 

ных чисел В и р-адических чисел ®,, где р — 

произвольное простое число. 

Кольца, специального вида. 

Ассоциативно-коммутативные кольца — с ука- 

занными свойствами операции умножения. 

Если в кольце имеется нейтральный элемент 1 по 

умножению (5.1 =1.-5 = 2), то оно называется 
кольцом с единицей или унитальным, символи- 

чески ( В, +, -, 0,1). 

Тривиальное кольцо — одноэлементное множест- 
во {0}; в нём и только в нём 0 = 1. 

Кольцо В — без делителей нуля, если для лю- 

бых ненулевых его элементов а и 6 невозможно, 

чтобы а- В = 0. 

Например, кольцо квадратных матриц нетривиального 

порядка п > 2 имеет делители нуля: 

ВИЖ 1-0 
Определение 1.11. Нетривиальное унитальное ассоциа- 

тивно-коммутативное кольцо без делителей нуля на- 

зывается целостиым (областью целостности, ТО, 

Пцесота| ота).
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Ïðèìåð 1.12. 1. Êîëüöî Z öåëîñòíî.

2. Ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ 2Z ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ åñòü íåòðèâèàëüíîå àñ-
ñîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé
íóëÿ. Îíî íå ÿâëÿåòñÿ öåëîñòíûì, ïîñêîëüêó íå
óíèòàëüíî.

3. Êîëüöî Zn ïðè ñîñòàâíîì n èìååò äåëèòåëè íóëÿ
(3 · 2 = 0 â Z6) è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ
öåëîñòíîñòè.

Â óíèòàëüíîì êîììóòàòèâíîì êîëüöå ýëåìåíòû a è
b íàçûâàþò îáðàòèìûìè, åñëè

a · b = 1 (ñëó÷àé a = b íå èñêëþ÷àåòñÿ).

Íàïðèìåð, â êîëüöå öåëûõ Z îáðàòèìû òîëüêî ïîðîæ-
äàþùèå ýëåìåíòû +1 è −1.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R
îáîçíà÷àþò R ∗. ßñíî, ÷òî ýòî ãðóïïà ïî óìíîæåíèþ.

Òàêæå ïîíÿòíî, ÷òî Z∗n � ñóòü ÷èñëà, âçàèìíî ïðî-
ñòûå ñ n è âñåãî èõ φ(n). Íàïðèìåð, â êîëüöå Z6 îáðà-
òèìû òîëüêî ýëåìåíòû 1 è 5. Åñëè æå p � ïðîñòîå ÷èñ-
ëî, òî îáðàòèìû âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû êîëüöà Zp, è
Z∗p = Zp ∖ {0} (òî åñòü ýòî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ñì.
äàëåå).

Îïðåäåëåíèå 1.13. Íåíóëåâîé ýëåìåíò p öåëîñòíîãî

êîëüöà íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì èëè íåðàçëîæè-
ìûì, åñëè èç ðàâåíñòâà p = a · b ñëåäóåò, ÷òî ëèáî
a, ëèáî b îáðàòèìû.

Íàïðèìåð, â êîëüöå öåëûõ Z íåðàçëîæèìû ±1,
ïðîñòûå ÷èñëà è ïðîòèâîïîëîæíûå ê íèì.
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Пример 1.12. 1. Кольцо @ целостно. 

2. Множество чётных 20 с обычными операциями 

сложения и умножения есть нетривиальное ас- 

социативно-коммутативное кольцо без делителей 

нуля. Оно не является целостным, поскольку не 

унитально. 

3. Кольцо Ди при составном п имеет делители нуля 

(3.2 =О0в 26) и поэтому не является областью 
целостности. 

В унитальном коммутативном кольце элементы аи 

р называют обратимиыми, если 

а:6 =1 (случай а = 6 не исключается). 

Например, в кольце целых 4 обратимы только порож- 

дающие элементы +1 и —1. 

Совокупность всех обратимых элементов кольца В 

обозначают А*. Ясно, что это группа по умножению. 

Также понятно, что @* — суть числа, взаимно про- 

стыесп и всего их ф(п). Например, в кольце 6 обра- 

тимы только элементы 1 и 5. Если же р — простое чис- 

ло, то обратимы все ненулевые элементы кольца Др, и 

7» = Фр^ {0} (то есть это кольцо является полем, см. 
далее). 

Определение 1.13. Ненулевой элемент р целостного 

кольца называется неприводимиым или неразложи- 

мым, если из равенства р = а: 6 следует, что либо 

а, либо 6 обратимы. 

Например, в кольце целых Й неразложимы -1, 

простые числа и противоположные к ним.
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Îïðåäåëåíèå 1.14. Öåëîñòíîå êîëüöî, â êîòîðîì êàæ-
äûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ëèáî îáðàòèì, ëèáî îäíîçíà÷íî
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé è óìíî-
æåíèÿ íà îáðàòèìûå ýëåìåíòû) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-
äå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ
ôàêòîðèàëüíûì (êîëüöîì ñ îäíîçíà÷íûì ðàçëîæåíè-
åì íà ìíîæèòåëè, ãàóññîâûì êîëüöîì).

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ôàêòîðèàëüíîãî êîëüöà �
êîëüöî Z: äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ñïðàâåäëèâî ïðèìàðíîå
ðàçëîæåíèå (ïî ïðîñòûì): n = ±1 · pα1

1 · . . . · p
αk

k .

Êîëüöî
{
m+ n

√
−3 | m,n ∈ Z

}
íå ôàêòîðèàëüíî, òàê êàê,

íàïðèìåð, ÷èñëî 4 èìååò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ íåðàçëîæèìûõ: 4 = 2 · 2 =

(
1 +
√
−3
)
·
(
1−
√
−3
)
.

Ïîäìíîæåñòâî L êîëüöà ⟨R, +, ·, 0 ⟩ âíîâü îêàæåò-
ñÿ êîëüöîì è áóäåò íàçûâàòüñÿ åãî ïîäêîëüöîì, åñëè L
åñòü ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû ⟨R, +, 0 ⟩, óñòîé-
÷èâàÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ·.

Íàïðèìåð, ïðè ëþáîì n ∈ N0 ìíîæåñòâî nZ ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà öåëûõ Z. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
âñÿêîå ïîäêîëüöî ñîäåðæèò 0 îñíîâíîãî êîëüöà è íà-
ñëåäóåò ñâîéñòâà àññîöèàòèâíîñòè è êîììóòàòèâíîñòè.

Ïîäêîëüöî íàçûâàþò ñîáñòâåííûì, åñëè îíî íå
ñîâïàäàåò ñî âñåì êîëüöîì3).

3)Êñòàòè, òåðìèí ñîáñòâåííûé � íåóäà÷íûé ïåðåâîä àíãëèéñêîãî ñëîâà
proper; ñëåäîâàëî áû ãîâîðèòü ïðàâèëüíûé èëè íàñòîÿùèé, íî òàê èñòîðè-
÷åñêè ñëîæèëîñü è óæå íå èñïðàâèòü...
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Определение 1.14. Целостное кольцо, в котором каж- 

дый ненулевой элемент либо обратим, либо однозначно 

(с точностью до перестановки сомножителей и умно- 

жения на обратимые элементы) представляется в ви- 

де произведения неприводимых элементов называется 

факториальным (кольцом с однозначным, разложени- 

ем на множители, гауссовым кольцом). 

Классический пример факториального кольца — 

кольцо Д: для любого целого п справедливо примарное 

разложение (по простым): п = +1. р!‘ ..... р“. 

Кольцо { т-+п\/-3 | т, пе } не факториально, так как, 

например, число 4 имеет два представления в виде произведе- 

ния неразложимых: 4=2.2 = (1 + и-3) . (1 — У3). 

Подмножество Г кольца ( В, -, -, 0) вновь окажет- 

ся кольцом и будет называться его подкольцом, если Ё 

есть подгруппа аддитивной груптия (В, +, 0), устой- 
чивая относительно операции умножения .. 

Например, при любом п Е № множество п, явля- 

ется подкольцом кольца целых @. Легко видеть, что 

всякое подкольцо содержит 0 основного кольца, и на- 

следует свойства ассоциативности и коммутативности. 

Подкольцо называют собственным, если оно не 

совпадает со всем кольцом? 

3) Кстати, термин собственный — неудачный перевод английского слова 

ргорег; следовало бы говорить правильный или настоящий, но так истори- 

чески сложилось и уже не исправить...
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Èäåàëû êîëåö è ôàêòîðê�îëüöà. Âàæíåéøèìè
ïîäêîëüöàìè ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå èäåàëû. Èõ
ðîëü â òåîðèè êîëåö ìîæíî ñðàâíèòü ñ ðîëüþ íîðìàëü-
íûõ ïîäãðóïï â òåîðèè ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Ïîäêîëüöî I êîììóòàòèâíîãî êîëü-

öà ⟨R, +, ·, 0 ⟩ íàçûâàåòñÿ åãî (äâóñòîðîííèì) èäåà-
ëîì, ñèìâîëè÷åñêè I P R, åñëè

∀i ∈ I ∀r ∈ R : i · r ∈ I.

Èíûìè ñëîâàìè, èäåàë � ýòî ïîäêîëüöî, óñòîé÷è-
âîå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû êîëüöà.

Ïðèìåð èäåàëà â êîëüöå Z: âñå ÷¼òíûå ÷èñëà 2Z.
Ñàìî êîëüöî è åãî íóëü 0 � òðèâèàëüíûå èäåàëû

êîëüöà. Èäåàëû, íå ñîâïàäàþùèå ñî âñåì êîëüöîì, íà-
çûâàþò ñîáñòâåííûìè. Áèíàðíîå îòíîøåíèå� íà ìíî-
æåñòâå èäåàëîâ êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.

Ìîæíî îïðåäåëèòü ñóììó è ïðîèçâåäåíèå èäåàëîâ è îïåðè-
ðîâàòü ñ íèìè êàê ñ ¾èäåàëüíûìè ÷èñëàìè¿, ýòî ïîíÿòèå ââî-
äèòñÿ â ðàáîòàõ Ýðíñòà Êóììåðà (1810�1893).

Íàäåþñü, ÷èòàòåëè îöåíÿò øóòêó: Íîðìàëüíûå ëþäè èùóò
ñíà÷àëà èäåàë, à ïîòîì êîëüöî, à ìàòåìàòèêè � íàîáîðîò.

Îïðåäåëåíèå 1.16. Èäåàë I, ñèìâîëè÷åñêè (a), êîììó-
òàòèâíîãî êîëüöà ⟨R, +, ·, 0, 1 ⟩ íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì
è ïîðîæä¼ííûì ýëåìåíòîì a ∈ I, åñëè

I = { a · r | r ∈ R } = (a).

Íàïðèìåð, 2Z = (2) � ãëàâíûé èäåàë êîëüöà Z.
Ëþáîå êîëüöî âñåãäà èìååò äâà òðèâèàëüíûõ ãëàâíûõ
èäåàëà: (0) = {0} è (1) = R.
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Идеалы колец и факторкбльца. Важнейшими 

подкольцами являются так называемые идеалы. Их 

роль в теории колец можно сравнить с ролью нормаль- 

ных подгрупп в теории групп. 

Определение 1.15. Подкольцо [ коммутативного коль- 

ца (ДС, +, .,0) называется его (двусторонним) идеа- 
лом, символически [ 3 В, если 

УЕ 1 \гЕ ВБ: 1.тЕ Г. 

Иными словами, идеал — это подкольцо, устойчи- 

вое относительно умножения на элементы кольца. 

Пример идеала, в кольце : все чётные числа 2. 

Само кольцо и его нуль 0 — тривиальные идеалы 

кольца. Идеалы, не совпадающие со всем кольцом, на- 

зывают собственными. Бинарное отношение +4 на мно- 

жестве идеалов кольца является частичным порядком. 

Можно определить сумму и произведение идеалов и опери- 

ровать с ними как с «идеальными числами», это понятие вво- 

дится в работах Эрнста Куммера (1810-1893). 

Надеюсь, читатели оценят шутку: Нормальные люди ищут 

сначала идеал, а потом кольцо, а математики — наоборот. 

Определение 1.16. Идеал Г, символически (а), комму- 

тативного кольца, ( В, -, -, 0, 1) называется главным 
и порождённым элементом а Е Г, если 

Т = {а-т|тЕВ} = (а). 

Например, 2% = (2) — главный идеал кольца Й. 

Любое кольцо всегда имеет два, тривиальных главных 

идеала: (0) = {0} и (1) = В.
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Öåëîñòíûå êîëüöà, â êîòîðûõ âñå èäåàëû ãëàâ-
íûå, íàçûâàþò êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ, ÊÃÈ (PID,
Principal Ideal Domain).

Ïðèìåðû ÊÃÈ:

� Êîëüöî öåëûõ Z � âñå åãî èäåàëû èìåþò âèä
(n) = nZ = { 0, ±n, ±2n, . . . }, n ∈ N.
ßñíî, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíûõ íåñîâïàäàþùèõ n è
m åñëè m | n, òî (n) ⊂ (m).

� Êîëüöî Zn � ëþáîé íåíóëåâîé èäåàë ñîäåðæèò
ÍÎÄ ñâîèõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ è èì ïîðîæäà-
åòñÿ.
Íàïðèìåð, äëÿ Z6 = { 0, 1, . . . , 5 }: Z6 = (1),
{ 0, 2, 4 } = (2), { 0, 3 } = (3) è {0} = (0).

Âñå ÊÃÈ ôàêòîðèàëüíû.

Ïðèìåð ïðàâîãî íåãëàâíîãî èäåàëà â êîëüöå ìàò-
ðèö ïîðÿäêà n: ñîâîêóïíîñòü ìàòðèö, ó êîòîðûõ âñå
ñòîëáöû, êðîìå 1-ãî � íóëåâûå.

Äëÿ íåêîììóòàòèâíîãî êîëüöà ââîäÿò ïîíÿòèÿ ïðàâûõ è ëå-
âûõ èäåàëîâ, íî îíè íàì íå ïîíàäîáÿòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.17. Ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì êîììóòà-
òèâíîãî êîëüöà íàçûâàåòñÿ âñÿêèé åãî ñîáñòâåííûé èä-
åàë, ñòðîãî íå ñîäåðæàùèéñÿ íè â êàêîì äðóãîì ñîá-
ñòâåííîì èäåàëå.

Â íåòðèâèàëüíîì êîììóòàòèâíîì êîëüöå âñåãäà ñó-
ùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé èäåàë.

Ïðèìåð 1.18. Â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë Z

� èäåàëû (2) è (3) ìàêñèìàëüíû;
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Целостные кольца, в которых все идеалы глав- 

ные, называют кольцами главных ‘идеалов, КГИ (РТО, 

Ргшсера] 4еа1 Потап). 
Примеры КГИ: 

е Кольцо целых Д — все его идеалы имеют вид 

(п) = п = {0, +п, 2, ...} ПЕ М. 

Ясно, что для натуральных несовпадающих п и 
т если т | п, то (п) С (т). 

е Кольцо 0„ — любой ненулевой идеал содержит 

НОД своих ненулевых элементов и им порожда- 

ется. 

Например, для 46 = {0, 

(3 10,2,4} = (2), 10,3} = 

Все КГИ факториальны. 

Пример правого неглавного идеала в кольце мат- 

риц порядка п: совокупность матриц, у которых все 

столбцы, кроме 1-го — нулевые. 

У... 5}: 46 = (1), 
) и {0} = (0). 

Для некоммутативного кольца вводят понятия правых и ле- 

вых идеалов, но они нам не понадобятся. 

Определение 1.17. Максимальным идеалом коммута- 

тивного кольца называется всякий его собственный ид- 
еал, строго не содержащийся ни в каком другом соб- 

ственном идеале. 

В нетривиальном коммутативном кольце всегда су- 

ществует максимальный идеал. 

Пример 1.18. В кольце целых чисел 

® идеалы (2) и (3) максимальны;
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� èäåàë (6) íå ìàêñèìàëåí, òàê êàê îí ñîäåðæèò-
ñÿ è â èäåàëå (2), è â èäåàëå (3): ëþáîå ÷èñëî,
äåëÿùååñÿ íà 6 äåëèòñÿ òàêæå è íà 2, è íà 3.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.19. Ìàêñèìàëüíûå èäåàëû â Z èìåþò
âèä (p), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìàêñèìàëüíûå
èäåàëû â Z èìåþò âèä (p).

Ïóñòü p � ïðîñòîå, íî èäåàë (p) íå ìàêñèìàëüíûé.
Òîãäà, ïîñêîëüêó Z � ÊÃÈ, íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî i,
0 < i < p, ÷òî (p) ⊂ (i). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî i | p, îòêóäà
ëèáî i = p, ëèáî i = 1. Ïåðâûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, à
âòîðîé îçíà÷àåò, ÷òî èäåàë (1) = Z íåñîáñòâåííûé.

Îáðàòíî, åñëè íàòóðàëüíîå n èìååò ñîáñòâåííûé
äåëèòåëü m. Òîãäà (n) ⊂ (m) è èäåàë (n) � íå ìàê-
ñèìàëüíûé. □

Îïðåäåëåíèå 1.20. Êëàññîì âû÷åòîâ rI ïî ìîäóëþ èäå-
àëà I êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ⟨R, +, ·, 0 ⟩ ñ ïðåäñòà-
âèòåëåì r ∈ R íàçûâàþò ìíîæåñòâî

rI
def
= r + I = { r + i | i ∈ I } .

Åñëè èäåàë ôèêñèðîâàí, ïèøóò ïðîñòî r.
Êëàññû âû÷åòîâ ðàçíûõ ïðåäñòàâèòåëåé ïî ìîäóëþ

äàííîãî èäåàëà ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ,
è â îáúåäèíåíèè äàþò âñ¼ êîëüöî.

Íàïðèìåð, êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ (n) = nZ P Z
ñ ïðåäñòàâèòåëåì r åñòü

r = r + nZ = { r, r ± n, r ± 2n, . . . } .
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® идеал (6) не максимален, так как он содержит- 

ся и в идеале (2), и в идеале (3): любое число, 
делящееся на 6 делится также и на 2, и на 3. 

Утверждение 1.19. Максимальные идеалы в Г имеют 

вид (р), где р — простое число. 

Доказательство. Покажем сначала, что максимальные 

идеалы в Й имеют вид (р). 

Пусть р — простое, но идеал (р) не максимальный. 

Тогда, поскольку @ — КГИ, найдётся такое число $, 

0 < 1 < р, что (р) С (1. Это означает, что # | р, откуда 
либо 1 = р, либо 1 = 1. Первый случай невозможен, а 

второй означает, что идеал (1) = Й несобственный. 

Обратно, если натуральное ® имеет собственный 

делитель т. Тогда (п) с (т) и идеал (п) — не мак- 
симальный. О 

Определение 1.20. Классом вычетов тт по модулю иде- 

ала [ коммутативного кольца ( В, +, ., 0) с предста- 

вителем г Е В называют множество 

_ 6 (|. 
= г-+Г = {7+1 1ЕГ}. 

Если идеал фиксирован, пишут просто Т. 

Классы вычетов разных представителей по модулю 

данного идеала, либо совпадают, либо не пересекаются, 

и в объединении дают всё кольцо. 

Например, класс вычетов по модулю (п) = п < #2 

с представителем г есть 

т = г+тй = {гп г 2....}.
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Çäåñü ïðåäñòàâèòåëü r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ íåêîòîðî-
ãî öåëîãî íà n, 0 ⩽ r < n. Äëÿ r = 3 è n = 5 èìååì:
3 = { 3, 3± 5, 3± 10, . . . } = 3 + 5Z.

Íà êëàññàõ âû÷åòîâ îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå êîëüöåâûìè îïå-
ðàöèÿìè íàä ïðåäñòàâèòåëÿìè, a ðåçóëüòàòû îïåðà-
öèé áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ èäåàëà. Ïðè ýòîì ñîâîêóïíîñòü
âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ êîëüöà R ïî ìîäóëþ èäåàëà I îá-
ðàçóþò ôàêòîðêîëüöî, ñèìâîëè÷åñêè R/I.

Ïîíÿòíî, ÷òî Zn
∼= Z/(n). Íàïðèìåð,

{ 0, 1 } = Z2
∼= Z/(2) = { 0, 1 },

ãäå 0 � âñå ÷¼òíûå ÷èñëà, à 1 � âñå íå÷¼òíûå. Ýòîò
èçîìîðôèçì ïîçâîëÿåò, ïåðåõîäÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó
êîëüöó, îïóñêàòü ÷åðòó íàä ñèìâîëàìè ïðåäñòàâèòåëåé
êëàññîâ, êàê ìû è áóäåì îáû÷íî ïîñòóïàòü.

Ôàêòîðêîëüöî ïî ìàêñèìàëüíîìó èäåàëó ÿâëÿåòñÿ

ïîëåì (ñì. 25). Ïîýòîìó êîëüöî Zp ïðè ïðîñòîì p åñòü
ïîëå.

Åâêëèäîâû êîëüöà. Â êîëüöå öåëûõ Z âîçìîæíî
äåëåíèå ñ îñòàòêîì ëþáîãî ÷èñëà íà ëþáîå íåíóëåâîå.
Ïðè ýòîì îñòàòîê, ïî îïðåäåëåíèþ íåîòðèöàòåëüíûé,
ëèáî ðàâåí íóëþ, ëèáî ñòðîãî ìåíüøå ìîäóëÿ äåëèòå-
ëÿ.Æåëàíèå îïèñàòü êîëüöà, â êîòîðûõ âîçìîæíà àíà-
ëîãè÷íàÿ îïåðàöèÿ äåëåíèÿ, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó
ïîíÿòèþ.

Îïðåäåëåíèå 1.21. Öåëîñòíîå êîëüöî ⟨R, +, ·, 0, 1 ⟩ íà-
çûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè äëÿ êàæäîãî åãî íåíóëåâî-
ãî ýëåìåíòà a îïðåäåëåíà íîðìà N(a) ∈ N òàêàÿ, ÷òî
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Здесь представитель 7 — остаток от деления некоторо- 

го целого на п, 0 <г < п. Длят =Зипт = 5 имеем: 

3 = {3,3+5,3=10,...} = 3+5. 
На классах вычетов определены операции сложе- 

ния и умножения, индуцированные кольцевыми опе- 

рациями над представителями, а результаты опера- 

ций берутся по модулю идеала. При этом совокупность 

всех классов вычетов кольца, В по модулю идеала, [ об- 

разуют факторкольцо, символически В/Г. 

Понятно, что 2 = #/(п). Например, 

{0,1} = 25 = 2./ (2) — {0,1}, 

где 0 — все чётные числа, а 1 — все нечётные. Этот 

изоморфизм позволяет, переходя к соответствующему 

кольцу, опускать черту над символами представителей 

классов, как мы и будем обычно поступать. 

Факторкольцо по максимальному идеалу является 

полем (см. 25). Поэтому кольцо @» при простом р есть 

поле. 

Евклидовы кольца. В кольце целых возможно 

деление с остатком любого числа на любое ненулевое. 

При этом остаток, по определению неотрицательный, 

либо равен нулю, либо строго меньше модуля делите- 

ля. Желание описать кольца, в которых возможна, ана- 

логичная операция деления, приводит к следующему 

понятию. 

Определение 1.21. Целостное кольцо ( В, +, ., 0, 1) на- 

зывается евклидовым, если для каждого его ненулево- 
го элемента а определена норма М№(а) Е М такая, что
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äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b ̸= 0 ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåí-
òû q è r, ÷òî

a = q · b+ r, è ëèáî r = 0, ëèáî N(r) < N(b).

Â áîëüøèíñòâå ïîñîáèé íà íîðìó íàêëàäûâàåòñÿ åù¼ îäíî
òðåáîâàíèå � âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà N(a) ⩽ N(ab). Îäíàêî
îíî íîñèò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð: õîòÿ äëÿ òàêîé íîðìû ëåã÷å
äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà åâêëèäîâûõ êîëåö, å¼ ëåãêî
ïîëó÷èòü èç âûøåîïðåäåë¼ííîé íîðìû. Îñíîâíûå æå ñâîéñòâà
åâêëèäîâûõ êîëåö îñòàþòñÿ â ñèëå è áåç ýòîãî äîïîëíèòåëüíîãî
ñâîéñòâà.

Èìåííî íàëè÷èå íîðìû äà¼ò âîçìîæíîñòü îïðåäå-

ëèòü äåëåíèå ýëåìåíòîâ êîëüöà äðóã íà äðóãà ñ îñòàò-

êîì.

Ïðèìåð 1.22. � Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð åâêëèäîâà
êîëüöà � êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z; íîðìà � àá-
ñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà.

� Êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé
ñ êîýôôèöèåíòàìè èç íåêîòîðîãî ïîëÿ åâêëèäî-
âî, íîðìà � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà.
Ïðèìåð � êîëüöî R[x] ìíîãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâè-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

� Êîëüöî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë Z[i] (êîìïëåêñíûå
÷èñëà, êîòîðûõ âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè öå-
ëûå) � åâêëèäîâî ñ íîðìîé N(a+ ib) = a2 + b2.

� Ìîæíî ïîêàçàòü íååâêëèäîâîñòü ÊÃÈ{
m+ n

1 +
√
−19

2

∣∣∣m,n ∈ Z
}
.

Âñå åâêëèäîâû êîëüöà � ÊÃÈ.
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для любого элемента 6 = 0 существуют такие элемен- 

ты ди т, что 

а = а.6+т, и либо т =0, либо М№(т) < М(В). 

В большинстве пособий на норму накладывается ещё одно 

требование — выполнение неравенства М№(а) < М№(а6). Однако 
оно носит технический характер: хотя для такой нормы легче 

доказываются некоторые свойства евклидовых колец, её легко 

получить из вышеопределённой нормы. Основные же свойства, 

евклидовых колец остаются в силе и без этого дополнительного 

свойства. 

Именно наличие нормы даёт возможность опреде- 

лить деление элементов кольца друг на друга с осталт- 

КОМ. 

Пример 1.22. е Классический пример евклидова 

кольца — кольцо целых чисел 0; норма — аб- 

солютная величина числа. 

® Кольца многочленов от формальной переменной 

с коэффициентами из некоторого поля евклидо- 

во, норма — степень многочлена. 

Пример — кольцо В1| многочленов с действи- 
тельными коэффициентами. 

® Кольцо целых гауссовых чисел 2] (комплексные 
числа, которых вещественная и мнимая части це- 
лые) — евклидово с нормой М№М(а + 1) =а? + №. 

® Можно показать неевклидовость КГИ 

Т+ми-19 

2 
т, + п т пе 

Все евклидовы кольца — КГИ.
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1.3 Ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå 1.23. Öåëîñòíîå êîëüöî, â êîòîðîì âñå
íåíóëåâûå ýëåìåíòû îáðàòèìû, íàçûâàåòñÿ ïîëåì4).

Ïîëå òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïÿò¼ðêó
⟨K, +, ·, 0, 1 ⟩, â êîòîðîé îáå ïîëó÷åííûå èç íå¼ ðåäóê-
òà � ÀÑ ⟨K, +, 0 ⟩ (àääèòèâíàÿ) è ⟨ {K∖{0}, ·, 1 ⟩ =
K∗ (ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ) ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè ãðóï-
ïàìè, ñâÿçàííûìè äëÿ âñåõ x, y, z ∈ K äèñòðèáóòèâ-
íûì çàêîíîì x · (y + z) = x · y + x · z.

Äëÿ íàñ âàæíû ñëåäóþùèå ôàêòû:

1) ôàêòîðêîëüöî R/I ÿâëÿåòñÿ ïîëåì åñëè è òîëüêî
åñëè èäåàë I êîëüöà R � ìàêñèìàëüíûé;

2) íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ K îáðàçóþò àáåëåâó
ãðóïïó K∗ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, å¼ íàçûâà-
þò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé äàííîãî ïîëÿ.

ßñíî, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ïîëå K

� ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åâêëèäîâî êîëüöî ñ íîðìîé,
ðàâíîé 1 äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ;

� èìååò òîëüêî äâà (òðèâèàëüíûõ) èäåàëà: (0) = {0} è (1) =
K, ïðè÷¼ì K/(0) = K è K/(1) = {0}.

Ïîäìíîæåñòâî K ′ ïîëÿ K, ñàìî ÿâëÿþùååñÿ ïîëåì
è óñòîé÷èâîå îòíîñèòåëüíî ñóæåíèÿ íà íåãî îïåðàöèé
èç K, íàçûâàåòñÿ ïîäïîëåì; ïðè K ′ ̸= K ýòî � ñîá-
ñòâåííîå ïîäïîëå.

4)Ïåðâîíà÷àëüíî ó Ð. Äåäåêèíäà � k�orper, ÷òî îçíà÷àåò êîðïóñ è ïîä-
÷¼ðêèâàåò çàìêíóòîñòü îáúåêòà
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1.3 Поля 

Определение 1.23. Целостное кольцо, в котором все 

ненулевые элементы обратимы, называется поле 4). 

Поле также можно определить как пятёрку 

(К, +, -, 0, 1), в которой обе полученные из неё редук- 

та — АС (К, +, 0) (аддитиивная) и (К {0}, 1) = 
К* (мультитликативная) являются абелевыми груп- 
пами, связанными для всех т,у,2 Е К дистрибутив- 

ным законом т: (у-+ 2) =т.у+т: 2. 

Для нас важны следующие факты: 

1) факторкольцо В/1 является полем если и только 
если идеал [ кольца В — максимальный; 

2) ненулевые элементы поля К образуют абелеву 

группу А” относительно умножения, её называл 

ют мультитликативной группой данного поля. 

Ясно, что произвольное поле К 

— можно рассматривать как евклидово кольцо с нормой, 
равной 1 для всех ненулевых элементов; 

— имеет только два (тривиальных) идеала: (0) = {0} и (1) = 
К, причём К/(0) =Ки К/(1) = {0}. 

Подмножество К’ поля К, само являющееся полем 

и устойчивое относительно сужения на него операций 

из К, называется подполем; при К’ =2 К это — соб- 

ственное подполе. 

4) Первоначально у Р. Дедекинда — Когрег, что означает корпус и под- 

чёркивает замкнутость объекта р у
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Ïðèìåðû áåñêîíå÷íûõ ïîëåé è èõ ïîäïîëåé � ÷èñ-
ëîâûå ïîëÿ

Q ⊂ R ⊂ C;
à êîíå÷íûõ ïîëåé � Zp ⊂ Zpn, p � ïðîñòîå ÷èñëî, n �
íàòóðàëüíîå.

Ïîëå, íå îáëàäàþùåå ñîáñòâåííûì ïîäïîëåì, íàçû-
âàåòñÿ ïðîñòûì. Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q � ïðî-
ñòîå.

:::::::::
Òåîðåìà 1.24 (Ôðîáåíèóñ). Â êàæäîì ïîëå ñîäåðæèòñÿ òîëüêî
îäíî ïðîñòîå ïîäïîëå, êîòîðîå èçìîðôíî ëèáî Q, ëèáî Zp, p �
ïðîñòîå.

Âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φ ïîëÿ K íà ïî-
ëå K ′ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì èëè
èçîìîðôèçìîì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b èç K

1) φ(a+ b) = φ(a) + φ(b);
2) φ(a · b) = φ(a) · φ(b).

Ðèñ. 1.1. Îò àññîöèàòèâíûõ êîëåö ê ïîëÿì
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Примеры бесконечных полей и их подполей — чис- 

ловые поля 
ОСВСС: 

а, конечных полей — @, С Дт, р — простое число, п — 

натуральное. 

Поле, не обладающее собственным подполем, назы- 

вается простим. Поле рациональных чисел ® — про- 

стое. 

Теорема 1.24 (Фробениус). В каждом поле содержится только 

одно простое подполе, которое изморфно либо ©), либо 2, р — 

простое. 

Взаимнооднозначное отображение ф поля К на по- 

ле К’ называется изоморфным отображением или 

изоморфизмом, если для любых а, 6 из К 

1) р(а-+ь) = (а) + +0}; 
2) (а.6) = ф(а) -Ф(В). 

фанториальные 
кольца целостные 

кольца кольца главных 
идеалов 

евклидовы 
кольца 

коммутати вные 

кольца 

Будем работать 

злесь 

Рис. 1.1. От ассоциативных колец к полям
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1.4 Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, ãîìî-

ìîðôèçìû, ñðàâíåíèÿ

Àáñòðàêòíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.25. Àáñòðàêòíûì âåêòîðíûì ïðîñò-
ðàíñòâîì íàä ïîëåì K = { 1, α, β, . . . } íàçûâàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ⟨V, K; +, · ⟩, ãäå

� V = { 0, v, . . . } � ìíîæåñòâî â�eêòîðîâ, ÿâëÿþ-
ùååñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ñ íóë¼ì 0 ïî ñëîæåíèþ
+;

� · � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòà
(¾÷èñë�à¿) èç K íà âåêòîð èç V : K × V

·→ V ,

ïðè÷¼ì îïåðàöèè + è · óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì àê-
ñèîìàì:

1) α · (v1 + v2) = α · v1 + α · v2,
(α1 + α2) · v = α1 · v + α2 · v;

2) α · (β · v) = (αβ) · v;
3) 1 · v = v.

Ïóñòü V = Kn � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé äëèíû n ýëåìåíòîâ ïîëÿ K. Ñëîæåíèå
ýëåìåíòîâ èç V è èõ óìíîæåíèå íà ÷èñëî èç K îïðå-
äåëèì ïîêîìïîíåíòíî. Ïîëó÷èâøàÿñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà åñòü ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, êî-
òîðîå íàçûâàþò n-ìåðíûì êîîðäèíàòíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì íàä ïîëåì K, ñèìâîëè÷åêñêè V (Kn).
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1.4 Векторные пространства, гомо- 

морфизмы, сравнения 

Абстрактные векторные пространства, 

Определение 1.25. Абстрактным векторным прост- 
ранством над полем К = { Та, В,...} называется 
алгебраическая система (У, К; +, -), где 

е И ={00...} — множество вёктюров, являю- 

щееся абелевой группой с нулём 0 по сложению 

+; 
е . — бинарная операция умножения элемента 

(«числа») из К на вектор изУ: КХУ-ЗУ, 

причём операции + и : удовлетворяют следующим ак- 

сиомам: 

1) а: (и +52) =а: ма: 14, 

(ал + а2) © = 1-0 @а5 0; 

2) а. (В.5) = (ав) -о 
3) 1-0=%. 

Пусть У = А” — множество конечных последо- 

вательностей длины п элементов поля К. Сложение 

элементов из У и их умножение на число из К опре- 

делим покомпонентно. Получивиаяся алгебраическая 

структура есть линейное векторное пространство, ко- 

торое называют п-мерным координатиым. простран- 

ством над полем К, символичекски У(К”).
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Íàïðèìåð, áóëåâ êóá Bn = {0, 1}n � n-ìåðíîå êî-
îðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Z2 = {0, 1} ñ îïå-
ðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ïî mod 2, óìíîæåíèÿ N è íóëåâûì
ýëåìåíòîì 0̃.

n-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì
K èìååò n-ýëåìåíòíûé áàçèñ; ïðè ýòîì îáû÷íî ðàñ-
ñìàòðèâàþò åñòåñòâåííûé áàçèñ

e1 = [ 1 0 . . . 0 ], . . . , en = [ 0 0 . . . 1 ].

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà áàçèñà ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñò-
ðàíñòâîì V , èíûìè ñëîâàìè, ëþáîé âåêòîð x ∈ V åñòü
(åäèíñòâåííàÿ) ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ:

x =
n∑

i=1

αie
i, αi ∈ K, i = 1, . . . , n.

Óäàëÿÿ èç áàçèñà íåêîòîðûå ýëåìåíòû è ðàññìàòðè-
âàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó, ïîëó÷àåì
ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Åñëè â ïðèâåä¼ííîì âûøå îïðåäåëåíèè ¾ïîëå K¿
çàìåíèòü íà ¾êîëüöîR¿ (êàê ïðàâèëî � öåëîñòíîå) ïî-
ëó÷èì îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ íàä R, êîòîðûé ñîõðàíÿåò
ìíîãèå ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ãîìîìîðôèçìû. Ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ, âåêòîðíûå ïðîñò-
ðàíñòâà � ïðèìåðû àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

Íàïîìíèì ÷àñòè÷íî óæå íàìè èñïîëüçîâàííóþ òåðìèíî-
ëîãèþ, ñâÿçàííóþ ñ âçàèìíûìè îòîáðàæåíèÿìè îäíîòèïíûõ
ñòðóêòóð, èìåþùèõ íåêîòîðûé âûäåëåííûé íåéòðàëüíûé ýëå-
ìåíò. Ïóñòü φ : A → B � îòîáðàæåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ýëåìåíòû A, îòîáðàæàþùèåñÿ â íåéòðàëüíûé ýëåìåíò B îáðà-
çóþò ÿäðî îòîáðàæåíèÿ Kerφ, à ýëåìåíòû B, â êîòîðûå îòîá-
ðàæàåòñÿ õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò èç A, ñîñòàâëÿþò îáðàç îòîáðà-
æåíèÿ Imφ.
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Например, булев куб В" = {0,1}" — п-мерное ко- 
ординатное пространство над полем 42 = {0,1} с опе- 

рациями сложения по то4 2, умножения & и нулевым 

элементом 0. 

п-мерное координатное пространство У над полем 

К имеет п-элементный базис: при этом обычно рас- 

сматривают естественный базис 

е' =[10...0], ..., е=|[00...1]. 

Линейная оболочка базиса совпадает со всем прост- 

ранством У, иными словами, любой вектор т Е \ есть 

(единственная) линейная комбинация базисных векто- 

ров: 
п 

=» ое', ЩЕК, 1=1,..., п. 

6—1 
Удаляя из базиса некоторые элементы и рассматри- 

вая соответствующую линейную оболочку, получаем 

линейные подпространства исходного пространства. 

Если в приведённом выше определении «поле А» 

заменить на, «кольцо В» (как правило — целостное) по- 

лучим определение модуля над В, который сохраняет 

многие свойства, векторного пространства. 

Гомоморфизмы. Группы, кольца, поля, векторные прост- 

ранства — примеры алгебраических систем различных типов. 

Напомним частично уже нами использованную термино- 

логию, связанную с взаимными отображениями однотипных 

структур, имеющих некоторый выделенный нейтральный эле- 

мент. Пусть ф : А -} В — отображение алгебраических систем. 

Элементы А, отображающиеся в нейтральный элемент В обра- 

зуют ядро отображения Кег ф, а элементы В, в которые отоб- 

ражается хотя бы один элемент из А, составляют образ отобра- 

жения Пиаф.



1.4. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, ãîìîìîðôèçìû, ñðàâíåíèÿ 29

Ãîìîìîðôèçìàìè íàçûâàþò îòîáðàæåíèÿ ìåæäó îäíîòèï-
íûìè ÀÑ, ñîõðàíÿþùèå, ñòðóêòóðó îáðàçà, òî åñòü îñíîâíûå
îïåðàöèè è îñíîâíûå îòíîøåíèÿ.

Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå φ êîëüöà ⟨R, +, · ⟩ â êîëüöî
⟨R ′, ⊕, ⊗⟩ íàçûâàåòñÿ èõ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëå-
ìåíòîâ r1, r2 ∈ R ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

φ(r1 + r2) = φ(r1)⊕ φ(r2), φ(r1 · r2) = φ(r1)⊗ φ(r2).

::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.26. Ãîìîìîðôíûé îáðàç ãðóïïû èçîìîðôåí ôàê-
òîðãðóïïå ïî ÿäðó ãîìîìîðôèçìà.

Ãîìîìîðôèçìàìè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-
íûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó íèìè. Åñëè Vm è Vn � êîîðäèíàòíûå
ïðîñòðàíñòâà, òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ : Vm → Vn çàäà¼òñÿ
(m× n)-ìàòðèöåé.

Â îáùåì ñëó÷àå, îäíîçíà÷íûå (èíúåêòèâíûå) ãîìîìîðôèç-
ìû ÀÑ íàçûâàþò ìîíîìîðôèçìàìè èëè âëîæåíèÿìè. Ñèìâîë
ìîíîìîðôèçìà � ↪→.

Ýïèìîðôèçìîì íàçûâàþò ñþðúåêòèâíîé ãîìîìîðôèçì
(îòîáðàæåíèå ¾íà¿), à âçàèìíî îäíîçíà÷íûé (áèåêòèâíûé) ãî-
ìîìîðôèçì � èçîìîðôèçìîì. Ñèìâîë èçîìîðôíîãî îòíîøå-
íèÿ � ∼=.

Èçîìîðôèçì ÀÑ â ñåáÿ íàçûâàþò àâòîìîðôèçìîì. ßñíî,
íàïðèìåð, ÷òî âñå àâòîìîðôèçìû ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñò-
ðàíñòâà îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè èõ êîìïîçè-
öèè.

Ñðàâíåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ñðàâíèìîñòü öåëûõ ÷èñåë a è b
çàïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

a = b (mod m), èëè a ≡m b, (1.2)

êîòîðàÿ îçíà÷àåò ÷òî a è b ïðè äåëåíèè íà ìîäóëü m èìåþò îäèí
è òîò æå îñòàòîê. Ïðè ôèêñèðîâàííîì èçâåñòíîì m äîïóñòèìà
çàïèñü a ≡ b. ßñíî, ÷òî (1.2) ýêâèâàëåíòíî

a = b+mt, a− b = mt, t ∈ Z.
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Гомоморфизмами называют отображения между однотип- 

ными АС, сохраняющие, структуру образа, то есть основные 
операции и основные отношения. 

Например, отображение ф кольца (В, +, :) в кольцо 
(Р', Ф, ® ) называется их гомоморфизмом, если для любых эле- 

ментов 71,72 Е В справедливы равенства, 

Ф(г1 + 72) = ф(т1) Ф ф(т2), Фи -т2) = Ф(т1) ® Ф(12). 

Утверждение 1.26. Гомоморфный образ группы изоморфен фак- 

торгрупте по ядру гомоморфизма. 

Гомоморфизмами векторных пространств являются линей- 

ные отображения между ними. Если Ум и У, — координатные 

пространства, то линейное отображение ф : Ум -» У, задаётся 

(т х п)-матрицей. 
В общем случае, однозначные (инъективные) гомоморфиз- 

мы АС называют мономорфизмами или вложениями. Символ 

мономорфизма — <. 

Эпиморфизмом называют сюръективной гомоморфизм 

(отображение «на»), а взаимно однозначный (биективный) го- 
моморфизм — изоморфизмом. Символ изоморфного отноше- 

ния — =. 

Изоморфизм АС в себя называют автоморфизмом. Ясно, 

например, что все автоморфизмы линейного векторного прост- 

ранства образуют группу относительно операции их компози- 

ЦИИ. 

Сравнения. — Напомним, что сравнимость целых чисел аи 6 

записывается формулой 

а=ф (тот), или а=ю 6, (1.2) 

которая означает что а и 6 при делении на модуль т имеют один 
и тот же остаток. При фиксированном известном 7 допустима 
запись а = 6. Ясно, что (1.2) эквивалентно 

а=фб-+тф а-Ь= т, ЕЙ.
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Ñðàâíåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåò-
ðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-
âèâàëåíòíîñòè.

Îòìåòèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ñðàâíåíèé (âñå ñðàâíåíèÿ â (1),
(2) è (3) � ïî åäèíîìó ìîäóëþ):

1)

{
a ≡ b
c ≡ d

⇒
{

a+ c ≡ b+ d,
a · c ≡ b · d ;

2) ê îáåèì ÷àñòÿì ñðàâíåíèÿ ìîæíî ïðèáàâèòü îäíî è òî æå
÷èñëî c:

a ≡ b ⇒ a+ c ≡ b+ c;

3) ìîæíî ïåðåíåñòè ÷èñëî èç îäíîé ÷àñòè ñðàâíåíèÿ â äðó-
ãóþ ñî ñìåíîé çíàêà:

a ≡ (b+ c) ⇔ (a− c) ≡ b.

4) ìîæíî äåëèòü îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ íà ÷èñëî, âçàèìíî
ïðîñòîå ñ ìîäóëåì:{

ad ≡m bd,
ÍÎÄ (d,m) = 1

⇒ a ≡m b;

5) ìîæíî îäíîâðåìåííî ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è
ìîäóëü íà èõ îáùèé äåëèòåëü:

ac ≡mc bc ⇒ a ≡m b.
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Сравнение обладает свойствами рефлексивности, симмет- 

ричности и транзитивности, то есть является отношением эк- 

вивалентности. 
Отметим основные свойства сравнений (все сравнения в (1), 

(2) и (3) — по единому модулю): 

а=ф а-с=Ь-а, 
С 1 .-а ]асеь.а 

2) к обеим частям сравнения можно прибавить одно и то же 

число с: 

а=ф = а+с=б+с; 

3) можно перенести число из одной части сравнения в дру- 

гую со сменой знака: 

а = (6+ с) = (а- © =. 

4) можно делить обе части сравнения на число, взаимно 

простое с модулем: 

аа =т ва, а ь 
НОД (4, т) =1 Я т 0 

5) можно одновременно разделить обе части сравнения и 

модуль на их общий делитель: 

ас ть 9 = а=ю 6.
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Ãëàâà 2

Êîíå÷íûå êîëüöà è ïîëÿ

Êîíå÷íûå ïîëÿ èññëåäîâàëèñü Ôåðìà, Ýéëåðîì, Ëàãðàí-
æåì, Ëåæàíäðîì è Ãàóññîì, à ñèñòåìàòè÷åñêè îíè ñòàëè èçó-
÷àòüñÿ ñ íà÷àëà XIX âåêà. Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ êîíå÷íûõ ïî-
ëåé � ðàçäåë àëãåáðû, àêòóàëüíîñòü êîòîðîãî ÷ðåçâû÷àéíî âîç-
ðîñëà â ñâÿçè ñ ðàçíîîáðàçíûìè ïðèëîæåíèÿìè â êîìáèíàòîðè-
êå, òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, êðèïòîãðàôèè, òåëåêîììóíèêàöèè.

2.1 Ïîëÿ Ãàëóà

Ïðîñòûå ïîëÿ Ãàëóà � ïîëÿ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà. Íàì èçâåñòíî, ÷òî äëÿ
n ∈ N �

(n) = { 0, ±n, ±2n, ±3n, . . . , } � èäåàë êîëüöà Z è

Z/(n) =
{
0, 1, . . . , n− 1

}
� êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ êîëüöà öåëûõ Z ïî ìîäóëþ
èäåàëà (n), â êîòîðîì:
0 = 0 + (n),
1 = 1 + (n),
· · · · · · · · ·
n− 1 = n− 1 + (n)

 ⇒ Z = 0 ∪ 1 ∪ . . . ∪ n− 1.

×åðòó íàä ñèìâîëàìè êëàññîâ âû÷åòîâ ÷àñòî íå ñòà-
âÿò, îáîçíà÷àÿ êëàññ åãî ïðåäñòàâèòåëåì � íàèìåíü-
øèì ïî ìîäóëþ ïîëîæèòåëüíûì ýëåìåíòîì. Òàê ìû è
áóäåì ïîñòóïàòü â äàëüíåéøåì.
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Глава 2 

Конечные кольЦа и поля 

Конечные поля исследовались Ферма, Эйлером, Лагран- 

жем, Лежандром и Гауссом, а систематически они стали изу- 

чаться с начала ХХ века. Современная теория конечных по- 

лей — раздел алгебры, актуальность которого чрезвычайно воз- 

росла в связи с разнообразными приложениями в комбинатори- 

ке, теории кодирования, криптографии, телекоммуникации. 

2.1 Поля Галуа 

Простые поля Галуа — поля классов вычетов по 

модулю простого числа. Нам известно, что для 

пе М — 

(п) = {0, п, +2, +3т,..., } — идеал кольца @ и 

2./(п) = {0,1,.... п-т} 

— кольцо классов вычетов кольца, целых Й по модулю 
идеала (п), в котором: 

0 = 0+ (п), 
1 

= 1+”), 7-ти... 0 Т. 
ооо 

п-1 =п-1+ (п) 

Черту над символами классов вычетов часто не ста- 

вят, обозначая класс его представителем — наимень- 

шим по модулю положительным элементом. Так мы и 

будем поступать в дальнейшем.
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Äàëåå âåçäå p îáîçíà÷àåò ïðîñòîå ÷èñëî. ßñíî, ÷òî
â Z èäåàë (p) � ìàêñèìàëüíûé è Z/(p) ∼= Zp � ïî-

ëå. Åãî íàçûâàþò ïðîñòûì ïîëåì Ãàëóà (prime �eld) è
îáîçíà÷àþò Fp èëè GF (p)1). Âîîáùå ïîëåì Ãàëóà íà-
çûâàþò ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå (ñì. ñ. 43).

Ïðèìåðû: òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ïîëå
F3 è ôàêòîðêîëüöå Z/(4) �

F3 :

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

× 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

Z/(4):

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

× 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

Çàìåòüòå: â ôàêòîðêîëüöå Z/(4) èìååì 2 × 2 = 02).
Îäíàêî ïîëå èç 4-õ ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò. Ïîïðîáóéòå
äîãàäàòüñÿ, êàê åãî ìîæíî ïîñòðîèòü.

1) Â ÷åñòü Ýâàð�èñòà Ãàëó�à (Evariste Galois, 1811�1832), îñíîâîïîëîæíè-
êà ñîâðåìåííîé âûñøåé àëãåáðû � òåîðèè àáñòðàêòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñòðóêòóð. Ïåðâûì îáîçíà÷åíèåì îáû÷íî ïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòèêè, à âòî-
ðûì � ñïåöèàëèñòû ïî èíôîðìàòèêå.

2) Òî åñòü 2 � äåëèòåëü íóëÿ, èëè, òî÷íåå 2 åñòü íèëüïîòåíò èíäåêñà 2 â
êîëüöå Z/(4). Êàê òóò íå âñïîìíèòü âûñêàçûâàíèå ×. Ïèðñà: ¾Àáñîëþòíàÿ
íåïîãðåøèìîñòü ìîæåò áûòü ïðèñóùà ëèøü Ïàïå Ðèìñêîìó è ýêîíîìè÷å-

ñêèì ñîâåòíèêàì, íî ÿ ñîâåðøåííî óâåðåí, ÷òî îíà íå ïðèñóùà òàáëèöå

óìíîæåíèÿ¿.
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Далее везде р обозначает простое число. Ясно, что 
> [А в Й идеал (р) — максимальный и @/(р) = @, — по- 

ле. Его называют простым полем Галуа (реше Ве“) и 
обозначают Е, или СЕ(р)0. Вообще полем Галуа на- 
зывают любое конечное поле (см. с. 43). 

Примеры: таблицы сложения и умножения в поле 
Е; и факторкольце 2/(4) — 

+012 х|1012 
р. О012 0000 

3. 11120 11012 
2201 2021 

+0123 х10123 
О0123 00000 

7./(4): 11230 110123 
22301 20202 
33012 30321 

Заметьте: в факторкольце #/(4) имеем 2х2 = 02). 
Однако поле из 4-х элементов существует. Попробуйте 

догадаться, как его можно построить. 

ОВ честь Эварйста Галуй (Еуате Сао, 1811-1832), основоположни- 

ка современной высшей алгебры — теории абстрактных алгебраических 

структур. Первым обозначением обычно пользуются математики, а вто- 

рым — специалисты по информатике. 

2) То есть 2 — делитель нуля, или, точнее 2 есть нильпотент индекса 2 в 

кольце 0./ (4). Как тут не вспомнить высказывание Ч. Пирса: «Абсолютная 
непогрешимость может быть присуща лишь Папе Римскому и экономиче- 

ским советникам, но я совершенно уверен, что она не присуща таблице 

умножения».
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Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ. Ïóñòü K � êàêîå-ëèáî ïî-
ëå. Áóäåì ñêëàäûâàòü åãî åäèíèöû. Â êîíå÷íîì ïîëå
âñåãäà íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå p òàêîå, ÷òî

1 + . . .+ 1 = p · 1 = 0.

Íàèìåíüøåå òàêîå p åñòü ïîðÿäîê àääèòèâíîé ãðóïïû
ïîëÿ K, åãî íàçûâàþò õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ è îáî-
çíà÷àþò char K.

Âåëè÷èíà char K ìîæåò áûòü òîëüêî ïðîñòûì ÷èñ-
ëîì: èíà÷å, åñëè char K = u · v ïðè u, v > 1, ïîëó÷èì
(u · 1) · v = 0, òî åñòü íàëè÷èå â K äåëèòåëåé íóëÿ.

Åñëè âñå ñóììû âèäà 1 + . . . + 1 ðàçëè÷íû, òî ïî-
ëàãàþò char K = 0 (à íå ∞). Áåñêîíå÷íûå ÷èñëîâûå
ïîëÿ Q, R, C � íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.

Ïî òåîðåìå 1.24 Ôðîáåíèóñà { 0, 1, . . . , p− 1 } ∼=
Zp � ìèíèìàëüíîå ïîäïîëå ëþáîãî ïîëÿ íåíóëåâîé õà-
ðàêòåðèñòèêè p.

Ñóùåñòâóþò è áåñêîíå÷íûå ïîëÿ ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè. Íàïðèìåð, òàêîå ïîëå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì ïîëå K(x) ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íàä êîíå÷-
íîì ïîëåì K, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ �äðîáè� P

Q
, ãäå

P è Q ̸≡ 0 � ìíîãî÷ëåíû îò ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé x ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè èç K. Íà ìíîæåñòâå äàííûõ �äðîáåé� ââîäÿòñÿ
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è
äåëåíèÿ, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë â ôîðìå ïðîñòûõ äðîáåé.

Åñëè â êà÷åñòâå K âçÿòü Fp, òî Fp(x) � áåñêîíå÷íîå ïîëå
íåíóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè p.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëåå èñêëþ÷èòåëüíî êîíå÷-
íûå ïîëÿ. Â íèõ âîçìîæíî ñèëüíîå óïðîùåíèå âû÷èñ-
ëåíèÿ ñòåïåíåé ñóìì.
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Характеристика поля. Пусть К — какое-либо по- 

ле. Будем складывать его единицы. В конечном поле 

всегда найдётся натуральное р такое, что 

1+... +1 =ЕРр:1 = 0. 

Наименьшее такое р есть порядок аддитивной группы 

поля К, его называют характеристикой поля и обо- 

значают сваг А. 

Величина саг К’ может быть только простым чис- 

лом: иначе, если сваг К = и-о при и, % > 1, получим 

(и. 1) -и = 0, то есть наличие в К делителей нуля. 

Если все суммы вида 1 +... - 1 различны, то по- 

лагают сраг А’ = 0 (а не со). Бесконечные числовые 
поля ©, В, С — нулевой тарактеристики. 

По теореме 1.24 Фробениуса {0, 1,....р-1} = 

[. — минимальное подполе любого поля ненулевой ха- 

рактеристики р. 

Существуют и бесконечные поля положительной характе- 

ристики. Например, такое поле может быть построено следую- 

щим образом. 

Рассмотрим поле К(т) рациональных функций над конеч- 

ном полем К, элементами которого являются “дроби” о: где 

Ри О = 0 — многочлены от формальной переменной 2 с ко- 

эффициентами из К. На множестве данных “дробей” вводятся 

отношение эквивалентности, операции сложения, умножения и 

деления, аналогично тому, как это делается для рациональных 

чисел в форме простых дробей. 

Если в качестве К взять Е,, то Е›(т) — бесконечное поле 
ненулевой характеристики р. 

Будем рассматривать далее исключительно конеч- 

ные поля. В них возможно сильное упрощение вычис- 

ления степеней сумм.
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::::::::
Ëåììà 2.1 (áèíîì Íüþòîíà ïî mod p). Â ïîëå íåíóëå-
âîé õàðàêòåðèñòèêè p ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(a+ b)p = ap + bp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ëþáîì êîììóòàòèâíîì êîëüöå âåðíà
ôîðìóëà ñòåïåíè áèíîìà

(a+ b)p = ap + C1
pa

p−1b+ . . .+ Cp−1
p abp−1︸ ︷︷ ︸

=0

+ bp,

â êîòîðîé ïðè i = 1, . . . , p − 1 ÷èñëèòåëè áèíîìèàëü-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ C i

p =
p!

i!·(p−i)! äåëÿòñÿ íà p, à çíà-
ìåíàòåëè � íåò, è ïîýòîìó âñå îíè ðàâíû 0. □

Äàííóþ ôîðìóëó â øóòêó íàçûâàþò ¾áèíîìîì äâîå÷íèêà¿.

:::::::::::::
Ñëåäñòâèå. Â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî

(a+ b)p
n

= a pn + b p
n

.

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà è ïðèìèòèâíûé
ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîëÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåí-
íûì íà ñ. 18 îáîçíà÷åíèåì,F∗q = Fq∖{0}� ìóëüòèïëè-
êàòèâíàÿ ãðóïïà (ïî óìíîæåíèþ) q-ýëåìåíòíîãî ïîëÿ
Ãàëóà Fq. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæåí òîëüêî
ñëó÷àé q = pn, p � ïðîñòîå, n � íàòóðàëüíîå.

::::::::::
Òåîðåìà 2.2. F∗q � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê
ýëåìåíòà â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ.

Ïî ëåììå 1.4 äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï èìååì, ÷òî ïîðÿ-
äîê êàæäîãî ýëåìåíòà x ̸= 0 ãðóïïû Fq äåëèò m, òî
åñòü x ÿâëÿåòñÿ êîðíåì xm = 1.
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Лемма 2.1 (бином Ньютона по то4 р). В поле ненуле- 

вой тарактеристики р справедливо тождество 

(а БР = а-+ыь. 

Доказательство. В любом коммутативном кольце верна 

формула степени бинома 

а ВР = аР- Ста +... + ОРТ, 
р р 

м 

=0 
в которой при 1 =1,..., р- 1 числители биномиаль- 

р ных коэффициентов С» = тит Делятся на р, а зна- 

менатели — нет, и поэтому все они равны 0. О 

Данную формулу в шутку называют «биномом двоечника». 

Следствие. В поле тарактеристики р > 0 для ллюбого 

натурального п справедливо 

(а+6)7" = а’ +”. 

Мультипликативная группа и примитивный 
элемент конечного поля. В соответствии с введен- 
ным на с. 18 обозначением, № = Е ^\40} — мультипли- 
кативная группа (по умножению) 4-элементного поля 
Галуа Е.. Далее будет показано, что возможен только 

случай 4 = 7", р — простое, п — натуральное. 

Теорема 2.2. Е’ — циклическая группа. 

Доказательство. Пусть т — максимальный порядок 

элемента в мультипликативной группе поля. 

По лемме 1.4 для абелевых групп имеем, что поря- 

док каждого элемента х 7 0 группы Ех делит т, то 

есть $ является корнем т" = 1.
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Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ íå áîëååm êîðíåé, ïîýòîìóm =
q − 1, è âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû Fq � åãî êîðíè. À
ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà F∗q öèêëè÷åñêàÿ: ñóùåñòâóåò
òàêîé ýëåìåíò, ÷òî åãî ïîðÿäîê ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì
ãðóïïû. □

Ïîñêîëüêó âñå êîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû îä-
íîãî ïîðÿäêà èçîìîðôíû äðóã äðóãó, ïîëó÷àåì, ÷òî
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà F∗p èçîìîðôíà ãðóïïå Zp−1
ïî ñëîæåíèþ.

Íàïðèìåð, F∗
11 = ⟨ { 1, 2 . . . , 10 }, ·11, 1 ⟩ ∼=

∼= Z10 = ⟨ { 0, . . . , 9 }, +10, 0 ⟩.

Ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóï-
ïû ïîëÿ íàçûâàþò åãî ïðèìèòèâíûìè ýëåìåíòàìè.
Åñëè α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ Fq, òî ordα =
q − 1 è ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Fq =
{
0, α, α2, . . . , α q−2, α q−1 = α0 = 1︸ ︷︷ ︸

F∗
q

}
.

Ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ Fq ñòåïåíÿìè ñâîåãî ïðè-
ìèòèâíîãî ýëåìåíòà α íàçûâàþò èõ ïðåäñòàâëåíèåì â
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (ïðè ýòîì èíîãäà ôîðìàëüíî
ïîëàãàþò 0 = α−∞).

Íàéä¼ì ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû ïîëÿ F11; èõ âñåãî
äîëæíî áûòü φ(10) = 4. Ïðîâåðÿåì ýëåìåíò 2:

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2k (mod 11) 2 4 8 5 10 9 7 3 6 1

� ìû ïåðåáðàëè âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ, è ïî-
ýòîìó ýëåìåíò 2 � ïðèìèòèâíûé.
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У этого уравнения не более тт корней, поэтому т = 

4 — 1, и все ненулевые элементы Е. — его корни. А 

это и означает, что группа Ё, циклическая: существует 

такой элемент, что его порядок совпадает с порядком 

группы. О 

Поскольку все конечные циклические группы од- 

ного порядка изоморфны друг другу, получаем, что 

мультинликативная группа Е’ изоморфна группе #1 

по сложению. 

Например, Е* = ({1,2..., 10}, -11, 1) = 

= ло = (40, ..., 9}, +10, 0). 

Порождающие элементы мультипликативной груп- 

пы поля называют его примитивными элементами. 

Если а — примитивный элемент поля Е, то огаа = 

4— 1 и справедливо представление 

Е. = [бо аа аа у} 
ми _ 

в 

Представление элементов Е. степенями своего при- 
митивного элемента © называют их представлением в 
полярных координатах (при этом иногда формально 
полагают 0 = а °°). 

Найдём примитивные элементы поля Е 11; их всего 
должно быть ф(10) = 4. Проверяем элемент 2: 

К 1234567891 
2 (шоа 11) 2 485 09736 1 

— мы перебрали все ненулевые элементы поля, и по- 

этому элемент 2 — примитивный.
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Ïðîâåðÿåì 3:
k 1 2 3 4 5

3k (mod 11) 3 9 5 4 1

� òî åñòü ord 3 = 5 ̸= 10, è ýëåìåíò 3 � íå ÿâëÿåòñÿ

ïðèìèòèâíûì.
Eù¼ ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû: 6, 7, è 8.

Êàê óñêîðèòü ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ïðèìèòèâíûõ
ýëåìåíòîâ ïðîñòîãî ïîëÿ Ãàëóà?

Åñëè ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà p− 1

• èçâåñòíî � òîãäà ýëåìåíò α ∈ F∗p ïðèìèòèâåí åñ-
ëè è òîëüêî åñëè

α
p−1
t ̸= 1 äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî t | (p− 1).

Ïðèìåðû: 1. p = 11 (ýòî íàø ñëó÷àé), p − 1 =
10 = 2 · 5. Ïîýòîìó ïðîâåðÿåì ñòåïåíè 10

5 = 2 è 10
2 = 5

ýëåìåíòîâ 2 è 3 èç F∗11:
22 = 4 ̸= 1, 25 = 10 ̸= 1 ⇒ 2 � ïðèìèòèâíûé,

32 = 9 ̸= 1, 35 = 243 ≡11 1 ⇒ 3 � íå ïðèìèòèâíûé.

2. Äëÿ GF (37) èìååì p− 1 = 36 = 22 · 32. Íàõîäèì
36
2 = 18, 36

3 = 12; ïîýòîìó äëÿ âûÿñíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè
ýëåìåíò α ïðèìèòèâíûì, íóæíî ïðîâåðèòü íå áîëåå
äâóõ ðàâåíñòâ: α12 ≡37 1 è α18 ≡37 1.

Íàïðèìåð, 318 = 387 420 489 = 10 470 824 · 37 + 1, è
ïîýòîìó ýëåìåíò 3 � íå ïðèìèòèâíûé â ïîëå GF (37).

• íåèçâåñòíî � äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ýôôåêòèâíûõ àë-
ãîðèòìîâ íå íàéäåíî.

Îäíàêî, åñëè íàéäåí îäèí ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò α
ïîëÿ Fp, òî îñòàëüíûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê åãî
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Проверяем 3: 

К 12345 
3* (шоа 11) 39541 

— то есть ота3 = 5 # 10, и элемент 3 — не является 

примитивным. 

Ещё примитивные элементы: 6, 7, и 8. 

Как ускорить процесс нахождения примитивных 

элементов простого поля Галуа? 

Если примарное разложение числа р — 1 

® известно — тогда элемент а Е Е, примитивен ес- 

ли и только если 

а"Р 2 1 для каждого простого # | (р -— 1). 

Примеры: 1. р = Ш (это наш и р = = 
10 =2.5. Поэтому проверяем степени =- =2и 5 =5 

элементов 2 и 3 из Е: 

2—=4-1, 2? = 1021 = 2 примитивный, 

32 =9=1, 35 = 243 = 1 = 3 не примитивный. 

2. Для СЕ(37) имеем р-— 1 = 36 = 22.32. Находим 
36 — 18, и = 12; поэтому для выяснения, является ли 
2 

элемент а примитивным, нужно проверить не более 

двух равенств: о? =37 1 и а = 1. 

Например, 318 = 387 420 489 = 10470 824. 37+1Т, и 

поэтому элемент 3 — не примитивный в поле @Е(37). 

® неизвестно — для этого случая эффективных ал- 

горитмов не найдено. 

Однако, если найден один примитивный элемент а 

поля Е», то остальные могут быть получены как его
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ñòåïåíè αk, ãäå k � âçàèìíî ïðîñòî ñ p − 1 = |F∗p|. Â
íàøåì ïðèìåðå p = 11, 2 � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò F11,
à âçàèìíî ïðîñòûå ñ 10 çíà÷åíèÿ ñóòü 1, 3, 7 è 9. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âñå ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû F11:

21 = 2, 23 = 8, 27 = 128 ≡11 7, 29 = 512 ≡11 6.

Ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ïðîñòûõ ïîëåé Ãàëóà.
Ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ãðóïïû F∗p ÿâëÿþòñÿ ïåðâî-
îáðàçíûìè êîðíÿìè ïî ìîäóëþ p. Íàéäåì íàèìåíüøèå
ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëÿì íåêîòîðûõ ïðîñòûõ
÷èñåë.

p = 2. Ãðóïïà F∗2 ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà 1, îí
æå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì.

p = 3. Ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü 2 � åäèíñòâåííûé
íååäèíè÷íûé ýëåìåíò F∗3.

p = 5. Ïîñêîëüêó 22 = 4 ̸= 1, ïîðÿäîê 2 ðàâåí 4.
Äðóãèõ âàðèàíòîâ íåò, ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ýëåìåíòà �
äåëèòåëü ïîðÿäêà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû. Çíà÷èò,
2 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü.

p = 7. Ñíîâà 22 = 4 ̸= 1, íî 23 = 8 ≡7 1 è deg 2 = 3.
Ïðîâåðÿåì âòîðîé äåëèòåëü 3 ó p−1 = 6. Ïîñêîëü-

êó 32 = 9 ̸≡7 1, 33 = 27 ̸≡7 1, òî 3 � ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü.

Òàáëèöà íàèìåíüøèõ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé π

ãðóïïû F∗
p

p 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
π 2 2 3 2 2 3 2 2 2 3 3 7
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степени а^, где К — взаимно просто с р— 1 = |Е*|. В 
нашем примере р = 11, 2 — примитивный элемент Е 11, 

а взаимно простые с 10 значения суть 1, 3, Ти 9. В 

результате получим все примитивные элементы Ё11: 

=2 23=8 2'= 128 =и7, 29=512 = б. 

Порождающие элементы простых полей Галуа. 

Порождающие элементы группы Ё, являются перво- 

образными корнями по модулло р. Найдем наименьшие 

первообразные корни по модулям некоторых простых 

чисел. 

р = 2. Группа Ё5 состоит из одного элемента 1, он 

же является первообразным корнем. 

р = 3. Первообразный корень 2 — единственный 

неединичный элемент ЁЕ%. 

р = 5. Поскольку 2? = 4 # 1, порядок 2 равен 4. 

Других вариантов нет, поскольку порядок элемента, — 

делитель порядка мультипликативной группы. Значит, 

2 — первообразный корень. 

р=7. Снова 22 =4 = 1, но 23 =8 =. 1и 4её2 = 3. 

Проверяем второй делитель Зур-— 1 = 6. Посколь- 

ку 3? =9=,1, 33=27 =. 1, то 3 — первообразный 

корень. 

Таблица наименьших первообразных корней л 

группы Е, 

18 17119 23129 313741 

п 2123223222337 

3 © |
 — Н 
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Êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ: äåëåíèå, êîðíè. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ôîðìàëü-
íîé ïåðåìåííîé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç íåêîòîðîãî ïîëÿ
K îáðàçóåò åâêëèäîâî êîëüöî; åãî îáîçíà÷àþò K[x] è
íàçûâàþò êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ íàä K (x � ôîðìàëü-
íàÿ ïåðåìåííàÿ). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî êîëüöî åâ-
êëèäîâî.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ
Fp[x] íàä ïðîñòûìè ïîëÿìè Ãàëóà Fp. Íà ðèñ. 2.1
ïðèâåä¼í ïðèìåð äåëåíèÿ ¾óãîëêîì¿ ìíîãî÷ëåíà
x7 + x4 + x2 + 1 íà x3 + x + 1 â êîëüöå F2[x]; çäåñü
ïîëó÷èëîñü ÷àñòíîå x4 + x2 + 1 ñ îñòàòêîì x.

Ðèñ. 2.1. Ïðèìåð äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä F2.

Êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ K[x] íàçûâàåòñÿ òàêîé
ýëåìåíò a ∈ K, ÷òî f(a) = 0.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ

f(x) = (x− a) · q(x) + r, r � êîíñòàíòà,

ñëåäóåò, ÷òî a � êîðåíü f(x) åñëè è òîëüêî åñëè áè-
íîì x − a äåëèò f(x). Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íå áîëåå n êîðíåé.
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Кольца многочленов: деление, корни. Легко 
видеть, что множество всех многочленов от формаль- 
ной переменной с коэффициентами из некоторого поля 

К образует евклидово кольцо; его обозначают К]7] и 
называют кольцом многочленов над К (х — формаль- 
ная переменная). Нетрудно видеть, что это кольцо ев- 
клидово. 

Далее будем рассматривать кольца многочленов 
Е,[1] над простыми полями Галуа Е». На рис. 2.1 
приведён пример деления «уголком» многочлена 

до а + 22 + 1 на 23 + +1 в колще Е>[1]; здесь 

получилось частное 14 + 12 + 1 с остатком 5. 

м НЫ | эк 

ХИ хи хх +1 

_5ь 
хэ хх? 

_ в 

жз+х +1 

56 

Рис. 2.1. Пример деления многочленов над Е. 

Корнем многочлена }(х) Е К |] называется такой 
элемент а Е К, что }(а) = 0. 

Из представления для многочленов 

Г(х) = (1х-—а) -9(х) т, т константа, 

следует, что а — корень }(х) если и только если би- 
ном т — а делит }(5). Как следствие получаем, что 
многочлен степени 7, имеет не более п, корней.
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2.2 Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû è ðàñ-

øèðåíèå ïîëåé

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ìíîãî÷ëåí íàä íåêîòîðûì ïîëåì íà-
çûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì èëè íåðàçëîæèìûì, åñëè îí
íå ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ
íåíóëåâîé ñòåïåíè.

ßñíî, ÷òî âñå ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû íåïðèâîäèìû.
Ïîñêîëüêó åâêëèäîâû êîëüöà ôàêòîðèàëüíû, ëþ-

áîé ìíîãî÷ëåí íàä ëþáûì ïîëåì îäíîçíà÷íî ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå
íåïðèâîäèìûõ èëè ñàì ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì.

Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî ñâîéñòâî ìíîãî÷ëåíà ¾áûòü íå-
ïðèâîäèìûì¿ çàâèñèò îò ïîëÿ, íàä êîòîðîì îí çàäàí.
Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí f(x) = x2 + 1 íåïðèâîäèì íàä
R, íî ïðèâîäèì íàä F2: x2 + 1 = (x+ 1)2.

Â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì
Q � ñóùåñòâóþò íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ëþáîé

ñòåïåíè;
R � íåïðèâîäèìû ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû è êâàäðàò-

íûå ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì;
C � íåïðèâîäèìû òîëüêî ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû.

Äàëåå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü íîðìèðîâàííûå íå-
ïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû â êîëüöàõ íàä ïðîñòûìè ïî-
ëÿìè Ãàëóà, òî åñòü âèäà

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0, ai ∈ Fp, i = 0, n− 1.

Íàéä¼ì âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä F2 ñòå-
ïåíåé îò 2 äî 5.
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2.2 Неприводимые многочлены и рас- 

ширение полей 

Определение 2.3. Многочлен над некоторым полем на- 

зывается неприводимым или неразлоэжимиым, если он 

не представим в виде произведения двух многочленов 

ненулевой степени. 

Ясно, что все линейные многочлены неприводимы. 

Поскольку евклидовы кольца факториальны, лю- 

бой многочлен над любым полем однозначно с точ- 

ностью до перестановок разлагается в произведение 

неприводимых или сам является таковым. 

При этом ясно, что свойство многочлена, «быть не- 

приводимым» зависит от поля, над котором он задан. 

Например, многочлен }(1) = 12 + 1 неприводим над 

В. но приводим над №5: 22 +1 = (1+1). 

В кольце многочленов над полем 

() — существуют неприводимые многочлены любой 

степени; 

В, — неприводимы линейные многочлены и квадрал- 

ные с отрицательным дискриминантом; 

С — неприводимы только линейные многочлены. 

Далее нас будут интересовать нормированные не- 

приводимые многочлены в кольцах над простыми по- 

лями Галуа, то есть вида 

пах" "+... Нах + а, «ЕЕ, 1 = 0, п — 1. 

Найдём все неприводимые многочлены над Ро сте- 

пеней от 2 до 5.
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Âòîðàÿ ñòåïåíü: x2 + ax+ b.
ßñíî, ÷òî b = 1, èíà÷å x2 + ax = x(x + a). Àíàëî-

ãè÷íî çàêëþ÷àåì, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí ëþáîãî íåïðè-
âîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà íàä F2 ðàâåí 1.

Åñëè a = 0, òî x2 + 1 = (x + 1)2; ïîýòîìó a =
1, è ïîëó÷àåì åäèíñòâåííûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè 2 íàä F2:

x2 + x+ 1.

Òðåòüÿ ñòåïåíü: x3 + ax2 + bx+ 1.
Èñêëþ÷àÿ äåëèìîñòü íà x+ 1, ïîëó÷àåì óñëîâèå

a+ b = 1 ⇔ ëèáî a = 0 è b = 1, ëèáî a = 1 è b = 0.

Îáà ýòè âàðèàíòà ïîäõîäÿò è äàþò íåïðèâîäèìûå ìíî-
ãî÷ëåíû

x3 + x2 + 1 è x3 + x+ 1.

×åòâ¼ðòàÿ ñòåïåíü: x4 + ax3 + bx2 + cx+ 1.
Èñêëþ÷åíèå äåëèìîñòè íà x+ 1 ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

a+ b+ c = 1,

è îñòàþòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ 4 âàðèàíòà, êîòîðûå äàþò
3 íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíà:

a b c ìíîãî÷ëåí

0 0 1 x4 + x+ 1

0 1 0 x4 + x2 + 1 =
(
x2 + x+ 1

)2
� ïðèâîäèì

1 0 0 x4 + x3 + 1
1 1 1 x4 + x3 + x2 + x+ 1
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Вторая степень: 1? + ах - 6. 

Ясно, что 6 = 1, иначе 27 + ах = (2 + а). Анало- 
гично заключаем, что свободный член любого непри- 

водимого многочлена над Е. равен 1. 

Если а = 0, то 4? +1 = (5+ 1)?; поэтому а = 
1, и получаем единственный неприводимый многочлен 

степени 2 над Ро: 

++ 1. 

Третья степень: 13 + ах? + 6х + 1. 

Исключая делимость на 5 + 1, получаем условие 

а+ь=1 < либоа =0иВ=1, либо а =Тиб = 0. 

Оба эти варианта подходят и дают неприводимые мно- 

гочлены 

ЗАТ и ++ 1. 

Четвёртая степень: 1^ + ах? + 612 + сх + 1. 

Исключение делимости на 5х + 1 приводит к условию 

аеьЬ-с=1, 

и остаются к рассмотрению 4 варианта, которые дают 

3 неприводимых многочлена: 

аь с многочлен 

ОО их +1 

4 2 2 2 ОТО т+х +1= (2 +#+1) — приводим 

100 2+2+1 

Г + +2+1 
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Ïÿòàÿ ñòåïåíü: x5 + ax4 + bx3 + cx2 + dx+ 1.
Èñêëþ÷åíèå äåëèìîñòè íà x+ 1 ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

a+ b+ c+ d = 1

� ïîëó÷àåì 8 âàðèàíòîâ. Äàëåå èñêëþ÷àÿ äåëèìîñòü
íà íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí 2-é ñòåïåíè, íàõîäèì 6
íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ 5-é ñòåïåíè:

x5 + x2 + 1, x5 + x3 + 1,

x5 + x3 + x2 + x+ 1, x5 + x4 + x2 + x+ 1,

x5 + x4 + x3 + x+ 1, x5 + x4 + x3 + x2 + 1.

::::::::::
Òåîðåìà 2.4 (î ñóùåñòâîâàíèè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ). Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíîãî n è ïðîñòîãî p â Fp[x]
ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.

� äîêàæåì ïîçæå (ñì. ñ. 71).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ â Fp[x] íåò ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ, à çàäà-
÷à ôàêòîðèçàöèè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ çíà÷èòåëüíî áîëåå
ñëîæíà, ÷åì àíàëîãè÷íàÿ äëÿ ÷èñåë.

Äëÿ äàëüíåéøåãî áóäåò âàæíî, ÷òî ïîñêîëüêó êîëü-
öà ìíîãî÷ëåíîâ åâêëèäîâû, îíè ÿâëÿþòñÿ ÊÃÈ.

Ðàñøèðåíèÿ ïðîñòûõ ïîëåé

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïîëå K íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïî-
ëÿ F , åñëè F ⊆ K.

Ñ ïîìîùüþ èäåàëîâ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ
íàä ïðîñòûìè ïîëÿìè Fp ìîæíî ñòðîèòü íîâûå êîíå÷-
íûå ïîëÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ðàñøèðåíèÿìè ïåðâûõ.
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Пятая степень: 25 + ал“ + 613 + сл? + ах +1. 

Исключение делимости на 5х + 1 приводит к условию 

аб с+а=1 

— получаем 8 вариантов. Далее исключая делимость 

на неприводимый многочлен 2-й степени, находим 6 

неприводимых многочленов 5-й степени: 

+? +1, +2 +1, 

5 3 2 5 4 2 
27 + 1 +“ -+т+1, т НА, 

о а+Е+Ь дааа +1. 

Теорема 2.4 (о существовании неприводимых многочле- 

нов). Для любых натурального т и простого р в Е 1] 
существует неприводимый многочлен степени п. 

— докажем позже (см. с. 71). 

Отметим, что для нахождения неприводимых мно- 
гочленов в Е [51| нет эффективных алгоритмов, а зада- 
ча факторизации для многочленов значительно более 
сложна, чем аналогичная для чисел. 

Для дальнейшего будет важно, что поскольку коль- 
ца многочленов евклидовы, они являются КГИ. 

Расширения простых полей 

Определение 2.5. Поле К называется расширением по- 

ля Е, если ЕС К. 

С помощью идеалов неприводимых многочленов 

над простыми полями Е, можно строить новые конеч- 

ные поля, являющиеся расширениями первых.
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Äëÿ ýòîãî â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ Fp[x] âûáåðåì
íåêîòîðûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí a(x). Â ýòîì ñëó-
÷àå èäåàë (a(x)) � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ, êðàòíûõ
a(x) � áóäåò ìàêñèìàëüíûì â Fp[x]: äîêàçàòåëüñòâî
ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ìàêñèìàëüíî-
ñòè èäåàëà (p) â Z ïðè ïðîñòîì p (ñì. óòâåðæäåíèå
1.19).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôàêòîðêîëüöî Fp[x]/(a(x)).
Îíî áóäåò ñîñòîÿòü èç êëàññîâ r(x) âû÷åòîâ (ñìåæ-
íîñòè) âèäà r(x) = r(x) + (a(x)), ãäå r(x) � îñòàòîê
îò äåëåíèÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà èç Fp[x] íà ìíîãî-
÷ëåí a(x). Íî ìû äîãîâîðèëèñü îáîçíà÷àòü ýòè êëàññû
èõ ïðåäñòàâèòåëÿìè � â ðàññìàòðèâàåìîì êîëüöå ýòî
ìíîãî÷ëåíû r(x). ßñíî, ÷òî åñëè deg a(x) = n, òî ñòå-
ïåíè äàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ íå âûøå n− 1, òî åñòü èõ è
êëàññîâ ñìåæíîñòè âñåãî pn øòóê.

Ïîñòðîåííîå ôàêòîðêîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ áóäåò ÿâ-
ëÿòüñÿ ïîëåì îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ (êîýôôèöèåíòîâ
ïî mod p) è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ èäåàëà (a(x)).

Ïîñòðîåííîå ïîëå îáîçíà÷àþò íàçûâàþò ðàñøèðå-
íèåì n-é ñòåïåíè ïðîñòîãî ïîëÿ Fp, ñèìâîëè÷åñêè Fn

p ,
GF (pn) èëè GF (q), q = pn.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü âñå êîíå÷-
íûå ïîëÿ. Ñïðàâåäëèâà

::::::::::
Òåîðåìà 2.6. Êàæäîå êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p
èçîìîðôíî êîëüöó âû÷åòîâ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ Fp[x]
ïî ìîäóëþ èäåàëà, ïîðîæä¼ííîãî íåïðèâîäèìûì ìíî-
ãî÷ëåíîì.

Ðàñøèðåíèÿ ïðîñòûõ ïîëåé âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòå
Ý. Ãàëóà ¾Èç òåîðèè ÷èñåë¿ (1830) è ïîëÿìè Ãàëóà ñíà÷àëà

42 Глава 2. Конечные кольца и поля 

Для этого в кольце многочленов Е,|т] выберем 
некоторый неприводимый многочлен а(7). В этом слу- 
чае идеал (а(7)) — множество многочленов, кратных 
а(т) — будет максимальным в Е,[т]: доказательство 
проводится аналогично доказательству максимально- 
сти идеала (р) в @ при простом р (см. утверждение 
1.19). 

Рассмотрим теперь Ффакторкольцо Е» [2]/(а(хт)). 

Оно будет состоять из классов т(х) вычетов (смеж- 

ности) вида т(1) = т(т) + (а(т)), где т(х) — остаток 
от деления некоторого многочлена из Е›|2] на много- 
член а(5). Но мы договорились обозначать эти классы 

их представителями — в рассматриваемом кольце это 
многочлены (5). Ясно, что если 4еза(х) = п, то сте- 
пени данных многочленов не выше т — 1, то есть их и 
классов смежности всего р” штук. 

Построенное факторкольцо многочленов будет яв- 

ляться полем относительно сложения (коэффициентов 

по то4 р) и умножения по модулю идеала, (а(х)). 
Построенное поле обозначают называют расшире- 

нием п-й степени простого поля Е}, символически Е, 

СЕ(р") или СЕ(а), а=р". 
Аналогичным образом можно построить все конеч- 

ные поля. Справедлива 

Теорема 2.6. Каждое конечное поле характеристики р 

изоморфно кольцу вычетов кольца многочленов Е›|1т] 

по модулю идеала, порождённого неприводимым. мно- 

гочленом. 

Расширения простых полей впервые появились в работе 
Э. Галуа «Из теории чисел» (1830) и полями Галуа сначала
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íàçûâàëè ïîëÿ, ïîñòðîåííûå âûøåóêàçàííûì ñïîñîáîì. Â äî-
êëàäå, ïðî÷èòàííîì â 1893 ã. íà Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷å-
ñêîì êîíãðåññå â ×èêàãî, àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ý. Ã. Ìóð
(E. H. Moore) ñîîáùèë î äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû: ¾Ëþáîå êî-
íå÷íîå ïîëå åñòü ïîëå Ãàëóà¿.

Ïðèìåð 2.7. 1. Ïóñòü p = 2 è n = 2. Â êîëüöå F2[x] âñåõ
ìíîãî÷ëåíîâ îò ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé x ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç F2 = {0, 1} èìååòñÿ åäèíñòâåííûé íåïðè-
âîäèìûé ìíîãî÷ëåí ïîðÿäêà 2: ýòî a(x) = x2 + x + 1.
Ïîðîæäàåìûé èì èäåàë (a(x)) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-
íûì è ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ, êðàòíûõ ïîðîæäàþùå-
ìó a(x): (a(x)) = a(x) · q(x), q(x) ∈ F2[x].

Ôàêòîðêîëüöî F2[x]/(x
2+x+1) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì F2

2

ðàñøèðåíèÿ 2-é ñòåïåíè èñõîäíîãî ïîëÿ F2 è ñîñòîèò
èç ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ: 0, 1, x è x+ 1.

Íå çàáóäåì, ÷òî, íàïðèìåð, ïîä x ñëåäóåò ïîíèìàòü âñå ìíî-
ãî÷ëåíû âèäà x+ q(x)(x2 + x+ 1), q(x) ∈ F2[x].

2.1. Ïóñòü p = 3 è n = 2. Â êîëüöå F3[x] âñåõ
ìíîãî÷ëåíîâ îò x ñ êîýôôèöèåíòàìè èç F3 = {0, 1, 2}
âîçüì¼ì íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí a(x) = x2 + x+ 2.

Ôàêòîðêîëüöî F3[x]/(x
2+x+2) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì F2

3

ðàñøèðåíèÿ 2-é ñòåïåíè èñõîäíîãî ïîëÿ F3 è ñîñòîèò
èç 32 = 9-è ýëåìåíòîâ

0, 1, 2, x, x+ 1, x+ 2, 2x, 2x+ 1, 2x+ 2.

Â ýòîì ïîëå x2 = −x−2 = 2x+1, è ïîýòîìó, íàïðèìåð,

2x · (x+ 2) = 2x2 + 4x = 2(2x+ 1) + x = 2x+ 2.

2.2. Åñëè â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî ðàñøèðåííîå
ïîëå âçÿòü äðóãîé íåïðèâîäèìûé â F3[x] ìíîãî÷ëåí,
íàïðèìåð b(x) = x2 + 2x+ 2, òî áóäåò ïîñòðîåíî ïîëå,
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называли поля, построенные вышеуказанным способом. В до- 

кладе, прочитанном в 1893 г. на Международном математиче- 

ском конгрессе в Чикаго, американский математик 9. Г. Мур 

(Е. Н. Мооге) сообщил о доказательстве теоремы: «Любое ко- 
нечное поле есть поле Галуа». 

Пример 2.7. 1. Пустьр = 2 ип = 2. В кольце Е5|1] всех 
многочленов от формальной переменной 1 с коэффи- 

циентами из Е› = {0,1} имеется единственный непри- 
водимый многочлен порядка 2: это а(1) = 1? + +1. 
Порождаемый им идеал (а(т)) является максималь- 
ным и состоит из многочленов, кратных порождающе- 

му а(2): (а(2)) = а(т) - 9(2), а(т) е Е]. 
Факторкольшо Еэ[2] / (2? +&-+1) является полем Е 

расширения 2-й степени исходного поля Е5 и состоит 
из четырёх элементов: 0, 11 тих -+ 1. 

Не забудем, что, например, под т следует понимать все мно- 
гочлены вида 2 + 4(5)(1? + х +1), 9(т) Е Е5[4]. 

2.1. Пусть р = Зип = 2. В колье Е] всех 
многочленов от 1 с коэффициентами из Ез = {0,1,2} 

возьмём неприводимый многочлен а(5) = 2+ %-+2. 

Факторкольцо Ез[2]/(1° + 2-2) является полем Е3 
расширения 2-й степени исходного поля Ез и состоит 
из 3? = 9-и элементов 

0, 1,2, %, +1 1-2, 21, +1, 2+2. 

2 — В этом поле т —т—2 = 2т-+ 1, и поэтому, например, 

2%. (5+2) = 257 + 4х = 205+ 4х = 21-2. 

2.2. Если в качестве порождающего расширенное 

поле взять другой неприводимый в Ез[т] многочлен, 
например 6(5) = 1? + 25 + 2, то будет построено поле,
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ñîñòîÿùåå èç òåõ æå ýëåìåíòîâ. Îòëè÷èå åãî îò ïîñòðî-
åííîãî ðàíåå áóäåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òî òåïåðü ðåçóëü-
òàò óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íóæíî áðàòü ïî ìîäóëþ
èäåàëà (b(x)). Â ýòîì ïîëå x2 = −2x − 2 = x + 1, è,
íàïðèìåð,

2x · (x+ 2) = 2x2 + 4x = 2(x+ 1) + x = 2.

Ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ: ïî÷åìó â îáîçíà÷åíèè

ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ íå èñïîëüçóåòñÿ ìíîãî÷ëåí a(x), ñ
ïîìîùüþ êîòîðîãî îíî ïîñòðîåíî? Îòâåò äà¼ò

::::::::::
Òåîðåìà 2.8. Ëþáûå äâà ïîëÿ, ñîäåðæàùèå îäèíàêîâîå
÷èñëî ýëåìåíòîâ, èçîìîðôíû.

Êàçàëîñü áû, äàííóþ òåîðåìó ìîæíî ëåãêî äîêàçàòü: ïóñòü
F1 è F2 � äâà ïîëÿ, ïîëó÷åííûå ðàñøèðåíèåì êàêîãî-òî ïðîñ-
òîãî ïîëÿ Ãàëóà äâóìÿ ðàçíûìè íåïðèâîäèìûìè ìíîãî÷ëåíàìè
îäíîé ñòåïåíè, è φ : F1 → F2 � îòîáðàæåíèå íåêîòîðîãî ïîðîæ-
äàþùåãî ýëåìåíòà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F ∗

1 â íåêîòîðûé
ïîðîæäàþùåé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F ∗

2 , à íóëÿ
F1 � â íóëü F2. Òîãäà φ(a · b) = φ(a) · φ(b), ïîñêîëüêó âñå êî-
íå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû îäíîãî ïîðÿäêà èçîìîðôíû.

Îäíàêî íå ëþáîé èçîìîðôèçì ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïï
áóäåò èçîìîðôèçìîì ñàìèõ ïîëåé: íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ðà-
âåíñòâà φ(a + b) = φ(a) + φ(b) äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a, b èç F1, à
ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ íå ëþáûì îòîáðàæåíèåì óêàçàííîãî âèäà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.8 ìîæåò áûòü íàéäåíî
âî ìíîãèõ ïîñîáèÿõ, íàïðèìåð, â [9] èëè [6].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñøèðåíèÿ Fn
p

ïðîñòîãî ïîëÿ Fp ìîæåò áûòü âûáðàí ëþáîé íåïðè-

âîäèìûé â Fp[x] ìíîãî÷ëåí n-é ñòåïåíè.
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состоящее из тех же элементов. Отличие его от постро- 
енного ранее будет состоять в том, что теперь резуль- 
тат умножения многочленов нужно брать по модулю 
идеала (5(1)). В этом поле 1? = 2-2 =а+Ци, 
например, 

2%. (+2) = 227 + 4х = 22+ +х=2. 

Может возникнуть вопрос: почему в обозначении 

расширения поля не используется многочлен а(х), с 

помощью которого оно построено? Ответ даёт 

Теорема 2.8. Любые два поля, содержащие одинаковое 

число элементов, изоморфны. 

Казалось бы, данную теорему можно легко доказать: пусть 

Е} и Е — два поля, полученные расширением какого-то прос- 

того поля Галуа двумя разными неприводимыми многочленами 

одной степени, иф : Е! —} > — отображение некоторого порож- 

дающего элемента, мульгипликативной группы Ё} в некоторый 

порождающей элемент мультипликативной группы Е, а нуля 

Е -— в нуль №5. Тогда ф(а 6) = ф(а) : Ф(), поскольку все ко- 
нечные циклические группы одного порядка изоморфны. 

Однако не любой изоморфизм мультипликативных групп 

будет изоморфизмом самих полей: необходимо выполнение ра- 

венства ф(а - 5) = Ф(а) + (6) для всех элементов а, 6 из Ё\, а 
это обеспечивается не любым отображением указанного вида. 

Доказательство теоремы 2.8 может быть найдено 

во многих пособиях, например, в [9] или [6]. 

Таким образом, для построения расширения Е» 

простого поля Е, может быть выбран любой непри- 

водимый в Е’|т| многочлен п-й степени.
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Ïðèìåð 2.9. Ðàñøèðåíèå Ãàëóà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî è â ïîëå
íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Â êîëüöå R[x] ìíîãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâè-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè âîçüì¼ì íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí
x2 + 1 è ïîñòðîèì ïîëå

R[x]/(x2 + 1) = { a+ xb | a, b ∈ R, x2 = −1 }.

Çàìåíÿÿ x íà ñèìâîë i ìíèìîé åäèíèöû, ïîëó÷èì ïðèâû÷íîå
îáîçíà÷åíèå äëÿ ýëåìåíòîâ ïîëÿ C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïîëÿ Ãàëóà êàê âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.
Èòàê, ýëåìåíòàìè ïîëÿ GF (pn) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû
íàä GF (p) ñòåïåíè íå âûøå n.

Â òî æå âðåìÿ èìååòñÿ î÷åâèäíîå âçàèìíîîäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîãî÷ëåíàìè èç GF (pn) è
âåêòîðàìè èç êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä GF (p):

b0 + b1x+ . . .+ bn−1x
n−1 ↔ [ b0 b1 . . . bn−1 ].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëå GF (pn) ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê n-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàä ïðîñòûì ïîëåì Ãàëóà GF (p).

Ñòàíäàðòíûé áàçèñ n-ìåðíîãî êîîðäèíàòíîãî âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïðîñòûì ïîëåì ÃàëóàGF (p)
ñîñòàâëÿþò âåêòîðû

[ 1 0 0 . . . 0 ], [ 0 1 0 . . . 0 ], . . . , [ 0 0 0 . . . 1 ],

èëè æå, ïåðåõîäÿ ê ìíîãî÷ëåíàì �

1, x, . . . , xn−1.

Ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ GF (pn) âåêòîðàìè â
ñòàíäàðòíîì áàçèñå èëè â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ íàçûâàþò
ïðåäñòàâëåíèåì ïîëÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ.
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Пример 2.9. Расширение Галуа может быть проведено и в поле 

нулевой характеристики. В кольце В]1| многочленов с действи- 

тельными коэффициентами возьмём неприводимый многочлен 

12 + 1 и построим поле 

В] /(2° +1) = {а+ 26 | аб Е В, 1 =-1}. 

Заменяя т на символ 1 мнимой единицы, получим привычное 

обозначение для элементов поля С комплексных чисел. 

Поля Галуа как векторные пространства. 

Итак, элементами поля аР(р") являются многочлены 
над СЕ(р) степени не выше п. 

В то же время имеется очевидное взаимнооднознал- 
ное соответствие между многочленами из СЁЕ(р") и 
векторами из координатного пространства, над С Е(р): 

ых +... +615” 1 > [ 60 Ь ... 1 |. 

Отсюда, следует, что поле СЕ(р") можно рассматри- 

вать как п-мерное координатное векторное простран- 
ство над простым полем Галуа С Ё(р). 

Стандартный базис п-мерного координатного век- 
торного пространства над простым полем Галуа С ЁЕ(р) 
составляют векторы 

[100...0], [010...0], ..., [000...1| 

или же, переходя к многочленам — 

д... 2" 

Представление элементов С'ЁР(р") векторами в 
стандартном базисе или в виде многочленов называют 
представлением поля в прямоугольных координатах.
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Ïðèâåä¼ì òàáëèöó íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ
F4

2 = F2[x]/
(
x4 + x+ 1

)
, çàïèñàííûõ ìíîãî÷ëåíàìè îò

ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà α = x. Ìíîãî÷ëåíû áóäåì çà-
ïèñûâàòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñòåïåíåé ôîðìàëüíîé
ïåðåìåííîé.

ñòåïåíü α α4 = α + 1 1 x x2 x3

α 0 1 0 0

α2 0 0 1 0

α3 0 0 0 1

α4 = 1 + α 1 1 0 0

α5 = α + α2 0 1 1 0

α6 = α2 + α3 0 0 1 1

α7 = α3 + α4 = α3 + α + 1 1 1 0 1

α8 = 1 + α2 1 0 1 0

α9 = α + α3 0 1 0 1

α 10 = α2 + α4 = 1 + α + α2 1 1 1 0

α 11 = α + α2 + α3 0 1 1 1

α 12 = 1 + α + α2 + α3 1 1 1 1

α 13 = 1 + α2 + α3 1 0 1 1

α 14 = 1 + α3 1 0 0 1

α 15 = 1 1 0 0 0

Ïóñòü òåïåðü òðåáóåòñÿ ïåðåìíîæèòü x3 + x+ 1 íà
x2+x+1. Èñïîëüçóÿ òàáëèöó ýòî ñäåëàòü çíà÷èòåëüíî
ëåã÷å, ÷åì ïðÿìûì ïåðåìíîæåíèåì ìíîãî÷ëåíîâ:(
x3 + x+ 1

)
·
(
x2 + x+ 1

)
= α7·α10 = α17 α15=1

= α2 = x2.
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Приведём таблицу ненулевых элементов поля 

Е = Е>[2] / (21 + 5 + 1), записанных многочленами от 
примитивного элемента & = т. Многочлены будем за- 

писывать в порядке возрастания степеней формальной 

переменной. 

степень а д =а+1| 1х 17 23 

а 0100 

а? ого 

о? 0001 

о =1+а 1100 

ох =а- а? 0110 

аб = а? + а3 0011 

а’ = а + а = оЗ+а-+1 1101 

а = 1+ а? 1010 

о = а + а? 0101 

© 10 = а фай =1+а+а? 1110 

а! = аа? + а? 0111 

а? = 1 та-+ а? + а? тт 1 

а = 1+ а? + ой 1011 

а“ = 1+ а3 1001 

аб =1 1000 

Пусть теперь требуется перемножить 23 - 5 + 1 на 

12+ т- 1. Используя таблицу это сделать значительно 

легче, чем прямым перемножением многочленов: 

(2 +=+1. (27 ++) =а" об а" “= а =д”.
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Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò ñòåïåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ê âåêòîðíîìó äîñòàòî÷íî ïðîñò, à îáðàòíûé ïåðåõîä �
î÷åíü ñëîæåí.

::::::::::
Òåîðåìà 2.10. Ïîëå Fn

p ñîäåðæèò ïîäïîëå (èçîìîðô-
íîå) Fm

p , åñëè è òîëüêî åñëè m | n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîëå K1 = Fm
p � ïîäïîëå ïî-

ëÿ K2 = Fn
p . K2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî íåêîòîðîé ðàçìåðíîñòè d íàä ïîëåì K1.
À ýòî çíà÷èò, ÷òî K2 èìååò |K1|d = pn ýëåìåíòîâ, òî
åñòü pn = (pm)d, ÷òî è îçíà÷àåò m | n.

Îáðàòíîå ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïîëåé Ãàëóà îäè-
íàêîâîé ìîùíîñòè. □

2.3 Âû÷èñëåíèÿ â êîíå÷íûõ êîëüöàõ è

ïîëÿõ

Àëãîðèòì Åâêëèäà (EA) � â ñâî¼ì ïðîñòåéøåì
âàðèàíòå ïðèìåíÿþò äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ (a, b) íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë a è b.

Çàìåòèì, ÷òî îáùèé äåëèòåëü ïàðû ÷èñåë (a, b),
a ⩾ b, îñòà¼òñÿ èì è äëÿ ïàðû (a − kb, b), k ∈ N,
a−kb ⩾ 0. Ïîýòîìó âìåñòî a â ïàðå (a, b) ìîæíî âçÿòü
îñòàòîê r îò äåëåíèÿ íàöåëî a íà b, è çàòåì ïîâòî-
ðèòü ïðîöåäóðó äëÿ (b, r) (ìåíüøåå ÷èñëî ñòàíîâèòñÿ
á�îëüøèì, à â êà÷åñòâå ìåíüøåãî áåð¼ì îñòàòîê). Ïðî-
öåññ çàêîí÷èòñÿ, ïîñêîëüêó ÷èñëà â ïàðå óìåíüøàþò-
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Заметим, что переход от степенного представления 

к векторному достаточно прост, а, обратный переход — 

очень сложен. 

Теорема 2.10. Поле Е, содержит, подполе (изоморф- 

ное) Ру", если и только если т | п. 

Доказательство. Пусть поле К! = Е» — подполе по- 

ля К2 = Е. К› можно рассматривать как векторное 

пространство некоторой размерности 4 над полем Ат. 

А это значит, что Ко имеет |1? = р” элементов, то 
есть р" = (р")4, что и означает т | п. 

Обратное следует из существования и единствен- 

ности с точностью до изоморфизма, полей Галуа, оди- 

наковой мощности. О 

2.3 Вычисления в конечных кольцах и 

полях 

Алгоритм Евклида (ЕА) — в своём простейшем 
варианте применяют для нахождения НОД (а, 6) нату- 
ральных чисел а и 6. 

Заметим, что общий делитель пары чисел (а,6), 

а > 56, остаётся им и для пары (а — К6,6), КЕ М, 
а— Кб > 0. Поэтому вместо а в паре (а, 5) можно взять 
остаток 7 от деления нацело а на 6, и затем повто- 
рить процедуру для (5,т) (меньшее число становится 
ббльшим, а в качестве меньшего берём остаток). Про- 

цесс закончится, поскольку числа в паре уменьшают-
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ñÿ, íî îñòàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè. Â ðåçóëüòàòå îáðà-
çóåòñÿ ïàðà (r, 0), è ÿñíî, ÷òî ÍÎÄ (a, b) = r.

Àëãîðèòì Åâêëèäà3)

íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ (a, b), a ⩾ b, a, b ∈ N

1) âû÷èñëèòü r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b:
r = a− bq, 0 ⩽ r < b;

2) åñëè r = 0, òî b � èñêîìîå çíà÷åíèå;

3) èíà÷å çàìåíèòü ïàðó ÷èñåë (a, b) ïàðîé (b, r) è
ïåðåéòè ê øàãó 1.

Ïðèìåð 2.11. Íàéä¼ì ÍÎÄ (252, 105) ïî àëãîðèòìó Åâ-
êëèäà.

1) 252 = 105 · 2 + 42 ⇒ (105, 42);

2) 105 = 42 · 2 + 21 ⇒ (42, 21);

3) 42 = 21 · 2 + 0 ⇒ ÍÎÄ (252, 105) = 21.

::::::::::
Òåîðåìà 2.12 (ñîîòíîøåíèå Áåçó4)). Äëÿ ëþáûõ íàòó-

ðàëüíûõ a, b è d = ÍÎÄ (a, b) íàéäóòñÿ öåëûå êîýô-
ôèöèåíòû Áåçó x, y òàêèå, ÷òî

d = ax+ by.

3) Ýòîò àëãîðèòì äâàæäû îïèñàë â ¾Íà÷àëàõ¿ Åâêëèä, íî íå áûë èì
îòêðûò: îí óïîìèíàåòñÿ â ¾Òîïèêå¿ Àðèñòîòåëÿ, ïîÿâèâøåéñÿ íà 50 ëåò
ðàíåå ¾Íà÷àë¿.

4)Äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë îòêðûòî Êëîäîì Áàøå (Bachet de Mezeriac
Gaspar Klod, 1581�1638) è îïóáëèêîâàíî â 1624 ã. � çà 106 ëåò äî ðîæäå-
íèÿ Ýòüåíà Áåçó (Etienne Bezout, 1730�1783), êîòîðûé îáîáùèë äàííîå
ñîîòíîøåíèå íà êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ (ñì. ñ. 52).
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ся, но остаются неотрицательными. В результате обра- 

зуется пара (т, 0), и ясно, что НОД (а, 6) =т. 

Алгоритм Евклида») 

нахождения НОД (а, 6), а > 6, аб Е М 

1) вычислить г — остаток от деления а на 6: 

г =а- 64, 0<т<6: 

2) если г = 0, то 6 — искомое значение; 

3) иначе заменить пару чисел (а,6) парой (5,т) и 
перейти к шагу 1. 

Пример 2.11. Найдём НОД (252, 105) по алгоритму Ев- 

клида. 

1) 252 = 105.2+42 = (105,42); 
2) 105 =42.2+21 = (42,21 
3) 42=21.2+0 = НОД (252, 105) = 21. 

Теорема 2.12 (соотношение Безу®). Для ллобыл: нату- 
ральных а, 6 иа = НОД(а, 6) найдутся целые коэф- 

фиииенты, Безу х, у такие, что 

= ах + 69. 

3) Этот алгоритм дважды описал в «Началах» Евклид, но не был им 

открыт: он упоминается в «Топике» Аристотеля, появившейся на 50 лет 

ранее «Начал». 

4) Для взаимно простых чисел открыто Клодом Баше (ВасВеё 4е Мелемас 

Сазраг К]о4, 1581-1638) и опубликовано в 1624 г. — за 106 лет до рожде- 

ния Этьена Безу (Ейеппе Вехои&, 1730-1783), который обобщил данное 

соотношение на, кольцо многочленов (см. с. 52).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàòîê r îò äåëåíèÿ öåëûõ u íà v âû-
ðàæàåòñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé r = u+(−q)v, q ∈
N. Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ êàæäîãî øàãà àëãîðèòìà Åâ-
êëèäà, îòêóäà ñëåäóåò óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå. □

Çàìå÷àíèå. Êîýôôèöèåíòû Áåçó ìîãóò áûòü âûáðàíû íå-
îäíîçíà÷íî, íàïðèìåð

ÍÎÄ (12, 30) = 6 = 3 · 12 + (−1) · 30 = (−2) · 12 + 1 · 30.

Îáîáù¼ííûé (ðàñøèðåííûé) àëãîðèòì Åâêëè-
äà íàõîäèò ïî äâóì íàòóðàëüíûì ÷èñëàì a è b,
a ⩾ b èõ íàòóðàëüíûé ÍÎÄ = d è äâà öåëûõ êîýôôè-
öèåíòà Áåçó x, y (òàêèõ, ÷òî |x| < |b/d|, |y| < |a/d|).

Îáîáù¼ííûé àëãîðèòì Åâêëèäà ðåøåíèÿ ñîîòíî-

øåíèÿ ax+ by = d, a, b ∈ N, a ⩾ b â êîëüöå Z

0. Çàäàäèì ìàòðèöó E =

[
1 0
0 1

]
è r = b.

1. Ïåðåâû÷èñëèì r êàê îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b.

Åñëè r = 0, òî âòîðîé ñòîëáåö ìàòðèöû E äàåò
âåêòîð [x y ]T ðåøåíèé çàäàííîãî ñîîòíîøåíèÿ, à
d åñòü ïîñëåäíåå íåíóëåâîå çíà÷åíèå r.

2. Èíà÷å çàìåíèì ìàòðèöó E ìàòðèöåé

E ×
[
0 1
1 −q

]
.

3. Çàìåíèì ïàðó ÷èñåë (a, b) ïàðîé (b, r) è ïåðåéäåì
ê øàãó 1.

Ïðèìåð 2.13. Îáîáù¼ííûì àëãîðèòìîì Åâêëèäà íàé-
ä¼ì íàòóðàëüíîå d è öåëûå x è y òàêèå, ÷òî

d = ÍÎÄ (252, 105) = 252x+ 105y.
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Доказательство. Остаток ! от деления целых и на %® вы- 
ражается их линейной комбинацией т = и-+ (—49)%, 4Е 
№. Это справедливо для каждого шага, алгоритма, Ев- 
клида, откуда следует указанное представление. о 

Замечание. Коэффициенты Безу могут быть выбраны не- 

однозначно, например 

НОД (12,30) = 6 = 3.12 + (—1) -30 = (-2).12+1. 30. 

Обобщённый (расширенный) алгоритм Евкли- 
да находит по двум натуральным числам аи 6, 
а > их натуральный НОД = Ц и два целых коэффи- 

циента Безу т, у (таких, что |х| < [6/4], |ч| < |а/4]). 

Обобщённый алгоритм Евклида решения соотно- 

шения ах + бу = 4, а, 6 Е №, а? в кольце # 

10 

0 1 

1. Перевычислим т как остаток от деления а на 6. 

0. Зададим матрицу Ё = | | иг =. 

Если г = 0, то второй столбец матрицы Ё дает 

вектор [ту]7 решений заданного соотношения, а 

есть последнее ненулевое значение г. 

2. Иначе заменим матрицу Ё матрицей 

01 
вх || |. 

3. Заменим пару чисел (а, 6) парой (6, т) и перейдем 

к шагу 1. 

Пример 2.13. Обобщённым алгоритмом Евклида най- 

дём натуральное [ и целые т и у такие, что 

4 = НОД (252,105) = 2524 + 105у.
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0. Çàäàäèì E =

[
1 0
0 1

]
è r = 105.

1. Ïåðåâû÷èñëÿåì r = 252− 105 · 2 = 42 ̸= 0.

2. Çàìåíÿåì ìàòðèöó E ìàòðèöåé

E ×
[
0 1
1 −2

]
=

[
0 1
1 −2

]
.

3. Çàìåíÿåì ïàðó ÷èñåë (252, 105) ïàðîé (105, 42) è
ïåðåéäåì ê øàãó 1.

4. Âû÷èñëÿåì r = 105− 42 · 2 = 21 ̸= 0.

5. Çàìåíÿåì ìàòðèöó E ìàòðèöåé[
0 1
1 −2

]
×
[
0 1
1 −2

]
=

[
1 −2
−2 5

]
.

6. Çàìåíÿì ïàðó ÷èñåë (105, 42) ïàðîé (42, 21) è ïå-
ðåéä¼ì ê øàãó 1.

7. Âû÷èñëÿåì r = 42− 21 · 2 = 0. Çíà÷åíèÿ x = −2
è y = 5 íàéäåíû, êàê è d = 21.

Äåéñòâèòåëüíî, 252 · (−2) + 105 · 5 = −504 + 525 = 21.

Àëãîðèòì Åâêëèäà è åãî îáîáù¼ííàÿ âåðñèÿ îñòà-
þòñÿ ñïðàâåäëèâûìè â ëþáîì åâêëèäîâîì êîëüöå.

Îáîáù¼ííûé àëãîðèòì Åâêëèäà Gen-EA-I íàõîæ-

äåíèÿ ýëåìåíòà c −1 â êîëüöå Zm ïðè óñëîâèè
ÍÎÄ (c,m) = 1 (÷òî ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ðå-
øåíèÿ).

50 Глава 2. Конечные кольца и поля 

10 

01 

1. Перевычисляем т = 252 — 105.2 = 42 = 0. 

0. Зададим ЕЁ = | ит = 105. 

2. Заменяем матрицу Ё матрицей 

въ] = 1] 
3. Заменяем пару чисел (252, 105) парой (105, 42) и 

перейдем к шагу 1. 

4. Вычисляем г = 105 — 42.2 = 212 0. 

5. Заменяем матрицу Ё матрицей 

о] [91] [1 —2 
1 —2 1-21-25 | 

6. Заменям пару чисел (105, 42) парой (42, 21) и пе- 
рейдём к шагу 1. 

7. Вычисляем г = 42 — 21.2 = 0. Значения 1 = —2 

и у = 5 найдены, как и А = 21. 

Действительно, 252 . (—2) + 105.5 = —504 + 525 = 21. 

Алгоритм Евклида и его обобщённая версия оста- 

ются справедливыми в любом евклидовом кольце. 

Обобщённый алгоритм Евклида Сеп-ЕА-[Г нахож- 
1 дения элемента с’ в кольце Я» при условии 

НОД (с,т) = 1 (что гарантирует существование ре- 
шения).
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1. Çàïèøåì èñõîäíûå äàííûå â âèäå äâóõñòðî÷íîé
òàáëèöû

m 0

c 1

2. Âû÷èñëèì ÷àñòíîå q îò äåëåíèÿ äðóã íà äðóãà
ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ñòîëáöà:
m = q · c+ r, 0 ⩽ r < c.

3. Äîìíîæèì ïîñëåäíþþ ñòðîêó íà q, âû÷òåì ðå-
çóëüòàò èç ïðåäïîñëåäíåé è çàïèøåì ïîëó÷åííîå
â êà÷åñòâå íîâîé ñòðîêè òàáëèöû.

4. Ïðîâîäèì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ñ äâóìÿ ïîñëåä-
íèìè ñòðîêàìè òàáëèöû, ïîêà â î÷åðåäíîé ñòðîêå
íå ïîëó÷èì ïåðâûé ýëåìåíò 0.
Òîãäà âòîðîé ýëåìåíò ïðåäïîñëåäíåé ñòðîêè åñòü
c−1.

Ïðèìåð 2.14. Ðåøèì â êîëüöå (ïîëå) Z/(101) ñðàâíåíèå

4y = 1.

Ïðèìåíèì àëãîðèòì Gen-EA-I, äëÿ óäîáñòâà íóìå-
ðóÿ ñòðîêè è çàïèñûâàÿ çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ è âû÷èòàå-
ìûå ñòðîêè:

1 101 0
2 4 1 q = 25 ( 100 25 )
3 1 −25 q = 4
4 0

Íàéäåíî y = 4−1 = −25 ≡101 76.
Äåéñòâèòåëüíî, 76 · 4 = 304 ≡101 1.
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1. Запишем исходные данные в виде двухстрочной 

таблицы 

2. Вычислим частное 4 от деления друг на друга 

элементов первого столбца: 

т = а с+т, 0 <г<с. 

3. Домножим последнюю строку на 4, вычтем ре- 

зультат из предпоследней и запишем полученное 

в качестве новой строки таблицы. 

4. Проводим аналогичные действия с двумя послед- 

ними строками таблицы, пока в очередной строке 

не получим первый элемент 0. 

Тогда второй элемент предпоследней строки есть 
—1 с. 

Пример 2.14. Решим в кольце (поле) &/ (101) сравнение 

4у = 1. 

Применим алгоритм Сеп-ЕВА-[, для удобства нуме- 

руя строки и записывая значения частных и вычитае- 

мые строки: 

1101 0 
24 1 9=25 (10055) 
1 —2549=4 
410 

Найдено и = 4-1 = —25 =101 76. 

Действительно, 76 : 4 = 304 =: 1.
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Àëãîðèòì Åâêëèäà è åãî îáîáù¼ííàÿ âåðñèÿ ïîçâî-
ëÿåò ðåøèòü îòíîñèòåëüíî y(x) ñîîòíîøåíèÿ âèäà

b(x) · y(x) = d(x) (mod a(x)), (2.1)

ãäå a(x), b(x), y(x), d(x) � ìíîãî÷ëåíû íàä Fp (èçâåñò-
íû òîëüêî a(x) è b(x), deg a(x) ⩾ deg b(x)).

Äëÿ ýòîãî ðåøèì â êîëüöå Fp[x] ñîîòíîøåíèå Áåçó

a(x) · χ(x) + b(x) · y(x) = d(x), (2.2)

à çàòåì, ïðè íåîáõîäèìîñòè, âûðàçèì y(x) ýëåìåíòîì
êîëüöà Fp[x]/(a(x)).

Åñëè a(x) � íåïðèâîäèìûé íàä Fp[x] ìíîãî÷ëåí,
òî ðåøåíèå îáîáù¼ííûì àëãîðèòìîì Åâêëèäà ñîîòíî-
øåíèÿ (2.2) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü îáðàòíûé ê y(x) ýëå-
ìåíò â ïîëå Fp[x]/(a(x)).

ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñ-
ëÿòü χi(x), òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî çíà÷åíèÿ
yi(x), i = 0, 1, . . ..

Óäîáíà ñëåäóþùàÿ ôîðìà àëãîðèòìà.

Îáîáù¼ííûé àëãîðèòì Åâêëèäà Gen-EA-I íàõîæ-

äåíèÿ â êîëüöå Fp[x]/(a(x)) ýëåìåíòà y(x), îáðàòíîãî
ê b(x), deg a(x) ⩾ deg b(x), ÍÎÄ (a(x), b(x)) = 1.

Øàã 0. Çàäà¼ì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ:
r−2(x) = a(x), r−1(x) = b(x),
y−2(x) = 0, y−1(x) = 1.

Øàã 1. Äåëèì r−2(x) íà r−1(x), íàõîäÿ ÷àñòíîå q0(x)
è îñòàòîê r0(x):

r−2(x) = r−1(x)q0(x) + r0(x),

52 Глава 2. Конечные кольца и поля 

Алгоритм Евклида и его обобщённая версия позво- 

ляет решить относительно 9(х) соотношения вида, 

(2) -и(2) = =) (шо а(2)), — (24) 
где а(5), 5(5), у(х), 4а(х) — многочлены над Е„ (извест- 
ны только а(1т) и 6(5х), аеса(х) > аез6(х)). 

Для этого решим в кольце Е,[1] соотношение Безу 

а(т) - х(т) + (т) -у(т) = 4(т), (2.2) 
а затем, при необходимости, выразим 9(х) элементом 

кольца Е,[1|/(а(х)). 
Если а(т) — неприводимый над Ех] многочлен, 

то решение обобщённым алгоритмом Евклида соотно- 

шения (2.2) позволяет вычислить обратный к 9(5) эле- 
мент в поле Е,|2]|/(а(5)). 

Ясно, что при этом нет необходимости вычис- 
лять Х;(1т), так как нас интересует только значения 
у: (1), &=0,1,.... 

Удобна следующая форма алгоритма. 

Обобщённый алгоритм Евклида Сеп-ЕА-[Г нахож- 

дения в кольце Е, [1]/(а(5)) элемента у(1), обратного 

кз), Чева(2) > Чев (=), НОД (а(2), =) = 1. 
Шаг 0. —Задаём начальные значения: 

г_2(2) = а(х), 7-12) = 6(5), 
у_2(1) — 0, 9_1(5) = 1. 

Шаг 1.  Делим г_2(7) нат_1(5), находя частное 4(5) 
и остаток 7о(5т): 

г2(т) = г-1(2)40(2) + то(т),
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ïîëàãàåì y0(x) = −q0(x).
Ïðè deg r0(x) > 0 ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øà-
ãó; èíà÷å � ê Øàãó n+ 1.

Øàã i > 1. Äåëèì ri−3(x) íà ri−2(x), íàõîäèì ÷àñò-
íîå qi−1(x) è îñòàòîê ri−1(x):

ri−3(x) = ri−2(x)qi−1(x) + ri−1(x),

âû÷èñëÿåì

yi−1(x) = yi−3(x)− yi−2(x)qi−1(x).

Ïðè deg ri−1(x) > 0 ïðîäîëæàåì èòåðàöèè.

Øàã n. Äåëèì rn−3(x) íà rn−2(x), íàõîäèì ÷àñòíîå
qn−1(x), îñòàòîê rn−1(x):

rn−3(x) = rn−2(x)qn−1(x) + rn−1(x),

âû÷èñëÿåì

yn−1(x) = yn−3(x)− yn−2(x)qn−1(x).

Ïðè deg rn−1(x) = 0, òî åñòü rn−1(x) = c � êîí-
ñòàíòà � êîíåö èòåðàöèé.

Øàã n+ 1. Íîðìèðîâêà ðåçóëüòàòà: ïðè c ̸= 1 ïîëà-
ãàåì y(x) = c −1 ·yn−1(x) è y(x) = yn−1(x), èíà÷å.

Ïðèìåð 2.15. Íàéä¼ì
(
x 2 + x+ 3

) −1
â ïîëå

F7[x]/
(
x4 + x3 + x2 + 3

)
.

Äëÿ ýòîãî îáîáù¼ííûì àëãîðèòìîì Åâêëèäà ðå-
øèì ñîîòíîøåíèå Áåçó(

x4 + x3 + x2 + 3
)
· χ(x) +

(
x2 + x+ 3

)
· y(x) = 1.
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полагаем (7) = —9(2). 
При 4есто(х) > 0 переходим к следующему ша- 

гу; иначе — к Шагу п + 1. 

Шаг? > 1. Делим Г; з(5) на г;2(5), находим част- 

ное 4;_1(7) и остаток т;_1(5): 

т; 3(7т) = т; 21) (т) + тр1(5), 

вычисляем 

и-1(2) = и:-3(2) — у:-2(7)4;1(т). 

При аевт;_1(5) > 0 продолжаем итерации. 

Шаг п. Делим г„_з(1) на т„_2(5), находим частное 
4,—1(%), остаток ти—1(1): 

"„_3(7) — т_2(52)4„—1(7) + "„_1(7), 

У„-1(2) — у„-з(2) — У„—2(%)4и—1(5). 

При 4езт„_1(15) = 0, то есть 7„_1(5) = с — кон- 
станта — конец итераций. 

Шаг п-+1. ( Нормировка результата: при с =2 1 пола- 

гаем у(т) = с". уи-1(2) и (2) = у), иначе. 

Пример 2.15. Найдём (т? + х- 3) 1 в поле 

Е] / (2 + +2 +3). 

Для этого обобщённым алгоритмом Евклида ре- 

шим соотношение Безу 

(маза? +3) -х(т) + (а? ++ 3) -у() = 1.
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Øàã 0: r−2(x) = x4 + x3 + x2 + 3,
r−1(x) = x2 + x+ 3,
y−2(x) = 0, y−1(x) = 1.

Øàã 1: r−2(x) = r−1(x)q0(x) + r0(x),
q0(x) = x2 + 5,
r0(x) = 2x+ 2, deg r0(x) = 1,
y0(x) = −q0(x) = −x2 − 5.

Øàã 2: r−1(x) = r 0(x)q1(x) + r1(x),
q1(x) = 4x,
r1(x) = 3, deg r1(x) = 0,
y1(x) = y−1(x)− y 0(x)q1(x) =

= 1 + 4x
(
x2 + 5

)
= 4x3 + 6x+ 1.

Øàã 3: Îñòàòîê r1(x) = 3 îòëè÷àåòñÿ îò 1
íà ìíîæèòåëü-êîíñòàíòó.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ
âû÷èñëÿåì ýëåìåíò 3−1 ≡7 5 è
äîìíîæàåì íà íåãî y1:
5y1(x) = y(x) = 6x3 + 2x+ 5.

Îòâåò: â ïîëå F7[x]/
(
x4 + x3 + x2 + 3

)
èìååì

(x2 + x+ 3)−1 = 6x3 + 2x+ 5.
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Шаг 0: 

Шаг 1: 

Шаг 2: 

Шаг 3: 

т_2(2) = 2+2 +17 +3, 
т_1(2) = 2? + 2+3, 

у2(т) =0, у цт) =1. 

= —4%(1) = —1? — 5. 

г—1(2) = го(2) 41 (2) + т1 (<), 
41(т) = 4х, 

71(1) =3, Че т1(х) = 0, 

(т) = у1(2) — у0(т)4 (т) = 
=1 +42 (2? +5) = 443 + 62+ 1. 

Остаток т1(5) = 3 отличается от 1 
на множитель-константу. 

Для получения решения 

вычисляем элемент 3! = Би 

домножаем на него д: 

5 (2) = у(%) = 623 + 25-5. 

Ответ: в поле Е[2]/ (2* + 23 + 2? +3) имеем 

(7 -+2+3) "= 62 +2т-5.
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2.4 Ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû ýëå-

ìåíòîâ ðàñøèðåííûõ ïîëåé

Ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû: îïðåäåëåíèå.
Ïóñòü äàíî ïðîñòîå ïîëå Fp, êîëüöî Fp[x] ìíîãî-
÷ëåíîâ íàä íèì è ðàñøèðåííîå ïîëå Fn

p .
Ðàññìîòðèì ýëåìåíò β ðàñøèðåííîãî ïîëÿ Fn

p è áó-
äåì èíòåðåñîâàòüñÿ ìíîãî÷ëåíàìè èç Fp[x], äëÿ êîòî-
ðûõ îí ÿâëÿåòñÿ êîðíåì.

Îïðåäåëåíèå 2.16. Ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì (ì. ì.)

èëè ìèíèìàëüíîé ôóíêöèåé ýëåìåíòà β ïîëÿ Fn
p íàçû-

âàåòñÿ íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí mβ(x) íàèìåíüøåé
ñòåïåíè êîëüöà Fp[x], äëÿ êîòîðîãî β ÿâëÿåòñÿ êîðíåì.

Ïðèìåð 2.17. Íèæå ïðèâåäåíû ì. ì. èç êîëüöà ìíî-
ãî÷ëåíîâ F2[x] äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ β ïîëÿ
F4

2
∼= F2[x]/

(
x4 + x+ 1

)
ñ ïîðîæäàþùåì ýëåìåíòîì

α = x.

β ∈ F2[x]/
(
x4 + x+ 1

)
mβ(x) ∈ F2[x]

β = 0 x
β = 1 x+ 1
β = α = x x4 + x+ 1
β = α5 = x2 + x x2 + x+ 1

Ñîñòàâèì ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí f(x) = x−β. Îí íîðìèðîâàí
è èìååò β ñâîèì êîðíåì. Îäíàêî, ïîñêîëüêó β ∈ Fn

p , òî f(x) ∈
Fpn [x] ̸= Fp[x], è ïîýòîìó f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ì. ì. ýëåìåíòà β.

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ x
ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïîðîæäàþùåãî ïîëå íåïðèâîäèìî-
ãî. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîëå F = Fp[x]/(a(x)) ∼= Fn

p ,
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2.4 Минимальные многочлены эле- 

ментов расширенных полей 

Минимальные многочлены: — определение. 
Пусть дано простое поле Е,, кольцо Е»|т] много- 
членов над ним и расширенное поле Ех. 

Рассмотрим элемент В расширенного поля Е} и бу- 

дем интересоваться многочленами из Е›|т|, для кото- 
рых он является корнем. 

Определение 2.16. Минимальным, многочленом (м. м.) 

или минимальной функцией элемента В поля Е» назы- 
вается нормированный многочлен 7в(1) наименьшей 
степени кольца Е›|1|, для которого В является корнем. 

Пример 2.17. Ниже приведены м. м. из кольца мно- 

гочленов Е2[т] для некоторых элементов В поля 
Е = Е / (2 +++1) с порождающем элементом 
а= т. 

Ве >12] / (2 +2-+1) | тв(2) Е Е> [1] 

В =0 х 

в =1 +1 

В=а=хт ++ 1 
В = а = 2+5 ++ 1 

Составим линейный многочлен }(5) = х—рВ. Он нормирован 

и имеет В своим корнем. Однако, поскольку В Е Ей, то }(т) е 

Е» [1] = Е» 2], и поэтому /(х) не является м. м. элемента В. 

Сразу заметим, что минимальный многочлен для т 

можно получить из порождающего поле неприводимо- 

го. Для этого рассмотрим поле № = Е, |х]|/(а(т)) = Ех,



56 Ãëàâà 2. Êîíå÷íûå êîëüöà è ïîëÿ

ïîðîæäàåìîå íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì

a(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí a −1n a(x)� ìèíèìàëüíûé äëÿ
ýëåìåíòà x ∈ F .

Âî-ïåðâûõ, x � êîðåíü a(x), à çíà÷èò è êîðåíü
a −1n a(x).

Âî-âòîðûõ, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí b(x) ñòåïå-
íè m < n òàêîé, ÷òî

b(x) = b0 + b1x+ . . .+ bn−1x
m = 0,

òî ýòî îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó m ïåð-
âûìè ýëåìåíòàìè áàçèñà

{
1, x, . . . , xn−1

}
ïîëÿ F , ÷òî

íåâîçìîæíî.

Ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïîêà-
æåì, ÷òî ì. ì. äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà êîíå÷íîãî ïîëÿ:
(à) ñóùåñòâóåò, (á) íåðàçëîæèì è (â) åäèíñòâåíåí.

::::::::::
Òåîðåìà 2.18. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà β ïîëÿ Fn

p ñó-
ùåñòâóåò ì. ì., è åãî ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû 1, β, β2, . . ., βn

ïîëÿ Fn
p . Èõ n+1 øòóê, à ðàçìåðíîñòü Fn

p êàê âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà n. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ýëå-
ìåíòû ëèíåéíî çàâèñèìû, òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå
íå âñå ðàâíûå 0 êîýôôèöèåíòû c0, . . . , cn, ÷òî

c0 + c1β + . . .+ cnβ
n = 0.

Ïîýòîìó β � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

c(x) = c0 + c1x+ . . .+ cnx
n.
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порождаемое неприводимым многочленом 
(И а(х) = в +ах+... + ах”. 

Убедимся, что многочлен а, Та(2) — минимальный для 
элемента, фе К. 

Во-первых, х — корень а(х), а значит и корень 

а ‘а(т). 
Во-вторых, если существует многочлен 6(5) степе- 

ни 7% < п такой, что 

Ы(х) — ых... Вх” — 0, 

то это означает линейную зависимость между т пер- 

выми элементами базиса, | 11 %,.... 271 } поля РЁ’, что 

невозможно. 

Свойства минимальных многочленов. Пока- 

жем, что м. м. для каждого элемента, конечного поля: 

(а) существует, (6) неразложим и (в) единственен. 

Теорема 2.18. Для каждого элемента В поля Е, су- 

ществует, м. м., и его степень не превостодит п. 

Доказательство. Рассмотрим элементы 1, В, 8?,..., 8" 

поля Е,. Их п-+ 1 штук, а размерность Е’ как вектор- 

ного пространства равна п. Следовательно, эти эле- 

менты линейно зависимы, то есть существуют такие 

не все равные 0 коэффициенты сд, ..., Сп, ЧТО 

с +6 +...+ сд" = 0. 

Поэтому В — корень многочлена 

с(х) = о+ах+...+ сд”.
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M. ì. äëÿ β áóäåò íåêîòîðûé íîðìèðîâàííûé íåðàçëî-
æèìûé äåëèòåëü c(x) (ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè). □

::::::::::
Òåîðåìà 2.19. Ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû íåðàçëîæè-
ìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü mβ(x) � ì. ì. äëÿ β è

mβ(x) = m1(x) ·m2(x),

1 < degm1(x), degm2(x) < degmβ.

Òîãäà èç mβ(β) = 0 ñëåäóåò, ÷òî m1(β) = 0 è/èëè
m2(β) = 0, ò. å. β ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êàêîãî-òî ìíîãî-
÷ëåíà ñòåïåíè ìåíüøåé, ÷åì ñòåïåíü mβ(x), ÷òî íåâîç-
ìîæíî. □

::::::::::
Òåîðåìà 2.20. Ïóñòü mβ(x) � ì. ì. äëÿ ýëåìåíòà β
íåêîòîðîãî ïîëÿ Ãàëóà õàðàêòåðèñòèêè p, à f(x) �
ìíîãî÷ëåí èç Fp[x], èìåþùèé β ñâîèì êîðíåì. Òîãäà
mβ(x) | f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèì f(x) íà mβ(x) ñ îñòàòêîì:

f(x) = q(x) ·mβ(x) + r(x), 0 ⩽ deg r(x) < degmβ(x).

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî β âìåñòî x, ïîëó÷àåì

f(β) = 0 = q(β) ·mβ(β)︸ ︷︷ ︸
=0

+r(β) = r(β),

òî åñòü β � êîðåíü r(x), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëü-
íîñòè mβ(x) è ïîýòîìó r(x) ≡ 0. □
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М. м. для В будет некоторый нормированный неразло- 

жимый делитель с(1) (минимальной степени). о 

Теорема 2.19. Минимальные многочлены неразложи- 

мы. 

оказательство. Пусть тв(т) — м. м. для би у В 

тв(т) = ти(2т) ‹ тот), 
1 < 4ез ти(х), 4ея тэ(х) < 4е тв. 

Тогда из тв(В) = 0 следует, что та(В) = 0 и/или 
т2(В) = 0, т.е. В является корнем какого-то много- 
члена степени меньшей, чем степень 78(5), что невоз- 
можно. о 

Теорема 2.20. Пусть тв(х) — м. м. для элемента В 
некоторого поля Галуа тарактеристики р, а 1(х) — 
многочлен из Е’|т], имеющий В своим корнем. Тогда 

тв(т) | Х(т). 

Доказательство. Разделим }(1) на тв(т) с остатком: 

12) = 9%) то) +1), 0 < ев" (+) < евть(о). 
Подставляя в это равенство В вместо х, получаем 

(В) = 0 = 93) т(В) +т(В) = "(), 
=0 

то есть В — корень т(5), что противоречит минималь- 

ности 7в(7) и поэтому т(5) = 0. о
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:::::::::::::
Ñëåäñòâèå. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ïîëÿ ñóùåñòâóåò
íå áîëåå îäíîãî ì. ì.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
áîëåå îäíîãî, òî îíè äîëæíû âçàèìíî äåëèòü äðóã äðó-
ãà, à çíà÷èò, ðàçëè÷àòüñÿ íà îáðàòèìûé ìíîæèòåëü-
êîíñòàíòó. Ïîñêîëüêó ì. ì. íîðìèðîâàí, ýòè ìíîãî÷ëå-
íû ñîâïàäàþò.

Íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ ì. ì.mβ(x) ýëåìåíòà β ∈ Fp[x]/(a(x)) âû-
÷èñëÿåì ñîïðÿæ¼ííûå ýëåìåíòû βp, β p2, . . ., ïîêà íà
íåêîòîðîì øàãå d íå îêàæåòñÿ, ÷òî

1) β pd = β, è òîãäà

mβ(x) = (x− β) · (x− βp) · . . . ·
(
x− β p d−1)

.

Ðàñêðûâ ñêîáêè, ïîëó÷èì ÿâíûé âèä mβ(x).
ßñíî, ÷òî êîýôôèöèåíòàìè â mβ(x) ìîãóò îêàçàòüñÿ

òîëüêî ýëåìåíòû ïîëÿ Fp, èíà÷å � îøèáêà â âû÷èñëå-

íèÿõ.

2) β pd = x, è òîãäà mβ(x) åñòü ìíîãî÷ëåí a(x) ïî-
ñëå íîðìèðîâêè, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ β = x.
ßñíî, ÷òî â áèíàðíîì ñëó÷àå íîðìèðîâêà íå òðå-
áóåòñÿ.

Ïðèìåð 2.21. Íàéä¼ì ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû ýëå-
ìåíòîâ β1 = x2+x è β1 = x+1 ïîëÿ F2[x]/

(
x4 + x+ 1

)
.

Â ýòîì ïîëå x4 = x+ 1.

1. β = β1 = x2 + x. Âû÷èñëÿåì ýëåìåíòû, ñîïðÿ-

æ¼ííûå ñ β:
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Следствие. Для каждого элемента поля существует 

не более одного м. м. 

Действительно, если минимальных многочленов 

более одного, то они должны взаимно делить друг дру- 

га, а значит, различаться на обратимый множитель- 

константу. Поскольку м. м. нормирован, эти многочле- 

ны совпадают. 

Нахождение минимальных многочленов. Для 

нахождения м. м. 728(5) элемента В Е Е»[1|/(а(х)) вы- 

числяем сопряжённые элементы 2, ВР, .... Пока на, 

некотором шаге 4 не окажется, что 

1) ВР" = В, и тогда 

тв(т) = (2 В). (= -— В?).....(в-=87'). 
Раскрыв скобки, получим явный вид 78(7). 

Ясно, что коэффициентами в тв(т) могут оказаться 

только элементы поля Ер, иначе — ошибка в вычисле- 

НИЯХ. 

2) В” = т, и тогда тв(т) есть многочлен а(2) по- 
сле нормировки, как и для случая В = т. 

Ясно, что в бинарном случае нормировка не тре- 

буется. 

Пример 2.21. Найдём минимальные многочлены эле- 

ментов Ви = 2? и В! = 2+1 поля Е5[2]/ (2 +2-+1). 

В этом поле 44 = +1. 

в — 12 1. В= 06: =21“-+ т. Вычисляем элементы, сопря- 

жённые с 2:
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β2 =
(
x2 + x

)2
= x4 + x2 = x2 + x+ 1,

β4 =
(
x2 + x+ 1

)2
= x4 + x2 + 1 = x+ ̸ 1 + x2+ ̸ 1 =

=x2 + x = β.

Òàêèì îáðàçîì mβ(x) � ìíîãî÷ëåí 2-é ñòåïåíè:

mβ(x) = (x− β)(x− β2) = x2 +
(
β2 + β

)
x+ β3.

Íàéä¼ì åãî êîýôôèöèåíòû:

β2 + β =
(
x2 + x+ 1

)
+
(
x2 + x

)
= 1,

β3 =
(
x2 + x+ 1

)
·
(
x2 + x

)
= . . . = 1.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì mβ(x) = x2 + x+ 15).

2. β = β2 = x+ 1. Ýëåìåíòû, ñîïðÿæ¼ííûå ñ β:

β2 = x2 + 1, β4 = x4 + 1 = x+ 1 + 1 = x,

ïîýòîìó mβ(x) = a(x) = x4 + x+ 1.

2.5 Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

Ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì. Â
îáùåì ñëó÷àå â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä Fp

íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè âñòðå÷àþòñÿ ìíîãî÷ëå-
íû ñòåïåíè âûøå 1. Ýòî ñâÿçàíî ñ íåäîñòàòî÷íûì êî-
ëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ â ïîëå Fp.

5) Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèé êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî áû-
ëî è íå ïðîâîäèòü: åäèíñòâåííûé íåïðèâîäèìûé íàä F2 ìíîãî÷ëåí 2-é
ñòåïåíè åñòü x2 + x+ 1.
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8 = (2+1) = чата Анд = 
=? {т = 6. 

Таким образом тв(х) — многочлен 2-й степени: 

тз(т) = (= — В)( — В) = + (+В) 2+ 5%. 
Найдём его коэффициенты: 

В +В = (печ (и +2) = № 
63 = (т +е-+. (7+2) =... = 1. 

Окончательно имеем тв(2) = 22 + т + 15). 

2. В = 62 =т-+1. Элементы, сопряжённые с д: 

2 =2 +1, ВА = +1=ж+1+1=4, 

поэтому тв(2) = а(2) = “++ 1. 

2.5 Поле разложения многочлена 

Свойства многочленов над конечным полем. В 
общем случае в разложении многочлена }(1) над Е› 
на неприводимые множители встречаются многочле- 
ны степени выше 1. Это связано с недостаточным ко- 
личеством элементов в поле Е,. 

5) Заметим, что в данном случае вычислений коэффициентов можно бы- 

ло и не проводить: единственный неприводимый над Е> многочлен 2-й 

степени есть 22 + х + 1.
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Îïðåäåëåíèå 2.22. Ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

f(x) ∈ Fp[x] íàçûâàþò íàèìåíüøåå ïî n ðàñøèðåíèå
Fn

p ïîëÿ Fp, â êîòîðîì f(x) ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäå-
íèå ëèíåéíûõ íàä Fn

p ìíîãî÷ëåíîâ.

ßñíî, ÷òî â ïîëå ðàçëîæåíèÿ ëåæàò âñå êîðíè äàí-
íîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Êâàäðàòíûé ìíîãî÷ëåí x2 + 1 íåïðè-
âîäèì â R[x] (íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé), íî ðàçëàãàåòñÿ
íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè â C[x]:

x2 + 1 = (x+ i)(x− i).

Ïðèìåð 2.23. Ìíîãî÷ëåí x5 + 1 ∈ F2[x] ïðèâîäèì:

x5 + 1 = (x+ 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1).

Íî âòîðîé ñîìíîæèòåëü â ýòîì ðàçëîæåíèè óæå íå-
ïðèâîäèì (ñì. ñ. 40).

Ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå F2 ⊂ F2[x]/(x
4+x3+x2+

x+1) = F . Â ýòîì ïîëå ìíîãî÷ëåí x5 +1 óæå ðàñêëà-
äûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Äåéñòâèòåëüíî, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ
F � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èç 15 ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó â
íåé åñòü ïîäãðóïïà èç 5 ýëåìåíòîâ. Êàæäûé ýëåìåíò
ýòîé ïîäãðóïïû ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà x5+1 (â
ïîëå char 2 âûïîëíÿåòñÿ 1 = −1). Ïîëó÷àåì ðàçëîæå-
íèå x5 + 1 íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Ýòîò ïðèìåð ìîæíî îáîáùèòü.

::::::::::
Òåîðåìà 2.24. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ k[x] ñó-
ùåñòâóåò ïîëå åãî ðàçëîæåíèÿ K ⊇ k.
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Определение 2.22. Полем разложения многочлена 

7(2) е Е,х]| называют наименьшее по п раситирение 
Е, поля Е„, в котором (5) разлагается в произведе- 
ние линейных над Е многочленов. 

Ясно, что в поле разложения лежат все корни дан- 

ного многочлена. 

Поле комплексных чисел С является расширением поля 

действительных чисел В. Квадратный многочлен 22 + 1 непри- 

водим в В/1] (не имеет действительных корней), но разлагается 

на линейные множители в С]: 

2? +1 = (2+9 (2-9. 

Пример 2.23. Многочлен 2? + 1Е Е5[1] приводим: 

+1 = (аа ++. 

Но второй сомножитель в этом разложении уже не- 

приводим (см. с. 40). 

Рассмотрим расширение Е5 © Е5[4]| / (2 + 23 +2? + 
1+1) = Е. В этом поле многочлен 2° + 1 уже раскла- 

дывается на линейные множители. 

Действительно, мультипликативная группа поля 

Е — циклическая группа из 15 элементов. Поэтому в 

ней есть подгруппа из 5 элементов. Каждый элемент 

этой подгруппы является корнем многочлена 2+1 (в 

поле сраг 2 выполняется 1 = —1). Получаем разложе- 

ние 1? - 1 на линейные множители. 

Этот пример можно обобщить. 

Теорема 2.24. Для любого многочлена }(х) Е К] су- 

ществует поле его разложения КО К.
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Èíûìè ñëîâàìè, â ïîëå K ìíîãî÷ëåí f(x) ðàçëàãà-
åòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì öåïî÷êó ðàñøèðåíèé ïîëåé

k = F0 ⊂ F1 ⊂ . . .
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ðàçëîæèì f(x) íà íåïðèâî-
äèìûå ìíîæèòåëè â ïîëå Fi. Åñëè âñå ýòè ìíîæèòåëè
èìåþò ñòåïåíü 1, òî K = Fi.

Åñëè â ðàçëîæåíèè åñòü íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü
g(x), ñòåïåíè áîëüøå 1, òî ñëåäóþùåå ïîëå â öåïî÷êå
îïðåäåëèì êàê

Fi+1 = Fi[x]/(g(x)).

Èòàê, öåïî÷êà ðàñøèðåíèé çàêàí÷èâàåòñÿ íà ïîëå ðàç-
ëîæåíèÿ.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ öåïî÷-
êè ðàñøèðåíèé âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ. Äëÿ ýòîãî çà-
ìåòèì, ÷òî óêàçàííûé ìíîãî÷ëåí g(x) â ïîëå Fi+1 îáÿ-
çàòåëüíî èìååò êîðåíü � ýòî x.

Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé ñòåïåíè 1 â ðàç-
ëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà f(x) íà íåïðèâîäèìûå óâåëè÷è-
âàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ïîëÿ Fi ê ïîëþ Fi+1 õîòÿ áû íà
îäèí. Ïîýòîìó ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ðàñøèðåíèé ðàíî
èëè ïîçäíî îñòàíîâèòñÿ. □

Ïðèìåð 2.25. Íàéä¼ì ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
f(x) = x2 + 1 ∈ F7[x]. Óáåæäàåìñÿ â íà÷àëå, ÷òî íè
îäèí èç ýëåìåíòîâ F7 = {0, 1, . . . , 6} íå ÿâëÿåòñÿ êîð-
íåì f(x), ïîýòîìó äàííûé ìíîãî÷ëåí 2-é ñòåïåíè íå-
ïðèâîäèì â F7[x].

Îáðàçóåì ïîëå F7[x]/(x
2 + 1). Ýòî è åñòü 72 = 49-

ýëåìåíòíîå ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) = x2+1
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Иными словами, в поле К многочлен }(5) разлага- 
ется на линейные множители. 

Доказательство. Построим цепочку расширений полей 

к=ВсСЕВС... 

по следующему правилу. Разложим }(х) на неприво- 
димые множители в поле РЁ;. Если все эти множители 
имеют степень 1, то К = РЁ. 

Если в разложении есть неприводимый множитель 
9(5), степени больше 1, то следующее поле в цепочке 

определим как 

Еза = Е з]/(9(т)). 
Итак, цепочка распитирений заканчивается на поле раз- 
ложения. 

Осталось доказать, что процесс построения цепоч- 
ки расширений всегда останавливается. Для этого за- 
метим, что указанный многочлен 9(5) в поле Е;+1 обя- 
зательно имеет корень — это т. 

Поэтому количество сомножителей степени 1 в раз- 
ложении многочлена }(5) на неприводимые увеличи- 
вается при переходе от поля А; к полю Ё;+1 хотя бы на 

один. Поэтому процесс построения расширений рано 
или поздно остановится. о 

Пример 2.25. Найдём поле разложения многочлена 

1(2) = 2? +ТЕ 71]. Убеждаемся в начале, что ни 
один из элементов Е7 = {0, 1,..., 6} не является кор- 
нем } (%), поэтому данный многочлен 2-й степени не- 

приводим в Е7 2]. 
Образуем поле Е?[1]|/(1? + 1). Это и есть 7? = 49- 

элементное поле разложения многочлена } (т) = 22 +1
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íàä F7. Â í¼ì ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò äâà êîðíÿ: x è
−x = 6x.

::::::::::
Òåîðåìà 2.26 (î êîðíÿõ ëèíåéíîãî äâó÷ëåíà xq−x). Ëþ-
áîé ýëåìåíò ïîëÿ GF (q) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
xq − x = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ
GF (q) èìååò ïîðÿäîê q− 1, è ïîýòîìó êàæäûé å¼ ýëå-
ìåíò óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó x q−1 = 1. Ñëåäîâàòåëü-
íî, êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ, âêëþ÷àÿ 0, óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó x

(
x q−1 − 1

)
= xq − x = 0. □

Ïîñêîëüêó q = pn, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå

:::::::::::::
Ñëåäñòâèÿ. 1) Êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ Fn

p , íå èñêëþ-
÷àÿ 0, åñòü êîðåíü áèíîìà x pn − x.

2) Êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ Fn
p åñòü êîðåíü

óðàâíåíèÿ x pn−1 − 1 = 0, ïîýòîìó â ýòîì ïîëå
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

x pn−1 − 1 = (x− β1) · . . . · (x− βpn−1),

ãäå β1, . . . , βpn−1 � âñå ýëåìåíòû ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Fn

p .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Fn
p � ïîëå ðàçëîæåíèÿ áèíîìà

x pn−1 − 1.

3) Â ñëó÷àå n = 1 ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî ìàëîé

òåîðåìîé Ôåðìà: ëþáîé ýëåìåíò a ∈ Fp, âçàèìíî
ïðîñòîé ñ p, óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

a p−1 = 1 (mod p).
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над Е7. В нём многочлен }(5) имеет два корня: 5 и 
—х = бт. 

Теорема 2.26 (о корнях линейного двучлена 21 — 1). Лю- 

бой элемент поля СЕ(4) удовлетворяет равенству 

19 —т=0. 

Доказательство. Мультипликативная группа поля 

С'Е(4) имеет порядок 4 — 1, и поэтому каждый её эле- 
мент удовлетворяет равенству 21 = 1. Следователь- 

но, каждый элемент поля, включая 0, удовлетворяет 

равенству 1 (291 — 1) = 19 —-т=0. О 

Поскольку 4 = р", получим следующие 

Следствия. 1) Каждый элемент поля Е», не исклю- 
ть 

чая 0, есть корень бинома 1? — т. 

2) Каждый ненулевой элемент поля Е» есть корень 
ть 

уравнения 22”`1 — 1 = 0, поэтому в этом поле 

справедливо представление 

1—1 = (т-В1)....: (- Вы, 

где 01,..., В»_1 — все элементы мультиплика- 

тивной группы поля Ех. 

Это означает, что Е, — поле разложения бинома 
ть 

д" — 1. 

3) В случае п = 1 получаем доказательство малой 

теоремой Ферма: любой элемент а Е Ё,, взаимно 

простой с р, удовлетворяет сравнению 

а =1 (то р).
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Èç òåîðåìû 2.26 ñëåäóåò åù¼ îäèí ñïîñîá íàõîæäåíèÿ îá-
ðàòíûõ ýëåìåíòîâ â ïîëå Fn

p , óäîáíûé ïðè íåáîëüøèõ p è n:

x pn = x ⇒ x−1 = x pn−2.
Íàéä¼ì, íàïðèìåð, ýëåìåíò, îáðàòíûé ê α = x + 1 â ïîëå

F = F2[x]/(x
3 + x+ 1) ∼= F3

2. Çäåñü x3 = x+ 1 è

α−1 = α 23−2 = α 6 = (x+ 1)6 = (x+ 1) 2
2 · (x+ 1)2 =

= (x4 + 1)(x2 + 1) = (x2 + x+ 1)(x2 + 1) =

= x4 + x3+ ̸ x2+ ̸ x2 + x+ 1 = x4 = x2 + x.

::::::::::
Òåîðåìà 2.27 (î äåëèìîñòè áèíîìîâ). Â ëþáîì êîëüöå
ìíîãî÷ëåíîâ

(xm − 1)
... (xn − 1) ⇔ m

... n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå xn = y, òîãäà xn−
1 = y − 1 è äàëåå k ∈ N.

� Åñëè m
... n, òî m = kn è èìååì

xm−1 = yk−1 = (y−1)·(y k−1+y k−2+. . .+y+1).

� Åñëè m ̸
... n, òî m = kn+ r, 1 ⩽ r < n è èìååì

xm − 1 = xryk − 1 = xr(yk − 1︸ ︷︷ ︸
äåëèòñÿ

íà y−1

) + xr − 1︸ ︷︷ ︸
íå äåëèòñÿ

íà y−1

.

□

Òåîðåìà äà¼ò âîçìîæíîñòü ðàñêëàäûâàòü áèíîìû
xn − 1 ∈ Fp[x] ïðè ñîñòàâíûõ n íà (âîçìîæíî ðàçëî-
æèìûå äàëåå) ìíîãî÷ëåíû íàä Fp.

Ïðèìåð 2.28. Ìíîãî÷ëåí x 15+1 íàä F2 (ãäå −1 = +1)
äåëèòñÿ íà x3 + 1 è íà x5 + 1:

x 15 + 1 =
(
x3 + 1

)
·
(
x 12 + x9 + x6 + x3 + 1

)
,

=
(
x5 + 1

)
·
(
x 10 + x5 + 1

)
.
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Из теоремы 2.26 следует ещё один способ нахождения об- 

ратных элементов в поле Е,, удобный при небольших р и п: 

1 п—2 5" 5х > ИЕР 

Найдём, например, элемент, обратный к а = х +1 в поле 

Е = Е.[1] / (23 + х +1) = 18. Здесь 23 = +1и 

а = а”? = аб = (#+1}8 = (#417. (+1) = 

= и + = ++, а + = 

= а‘ 42+ дат = а = а +1. 

Теорема 2.27 (о делимости биномов). В любом кольце 

Ымногочлен%0ов 

(тр: (ет: 1и. 

Доказательство. Введём обозначение т” = у, тогда 2" — 

1 =у- Ти далее Ке №. 

е Если т : п, то т = Ки и имеем 

тт = ут = (у). (учу +... +у+у. 

е Если т /п, то т = Ки + г, 1 <г < пи имеем 

т] — о т К _1 "_]. т у п” (у у +х 
делится не делится 

на у—1 на у—1 | 

Теорема даёт возможность раскладывать биномы 
1” —1Е Е, {| при составных п на (возможно разло- 
жимые далее) многочлены над Е. 

Пример 2.28. Многочлен 21? + 1 над Е (где —1 = +1) 

делится на 23 + Ти на 21° + 1: 

+1 = (2+1) . (са аа +1), 

= (2+1) (++.
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Âîçìîæíîñòü ðàñêëàäûâàòü áèíîìû ñïåöèàëüíîãî

âèäà íà íåïðèâîäèìûå äà¼ò ñëåäóþùàÿ

::::::::::
Òåîðåìà 2.29. Âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû n-é ñòå-
ïåíè íàä Fp äåëÿò áèíîì x pn − x.

Äîêàçàòåëüñòâî. n = 1. Óáåæäàåìñÿ, ÷òî (x− a) äåëèò
(xp − x), ãäå a ∈ Fp: ïîñêîëüêó ap = a, îáà áèíîìà
èìåþò êîðåíü a.

n > 1. Âûáèðàåì íåïðèâîäèìûé íîðìèðîâàííûé
ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè n èç Fp[x] è ñòðîèì ïîëå
Fp[x]/

(
f(x)

) ∼= Fn
p .

Â í¼ì x � êîðåíü êîðåíü f(x), è, ïî òåîðåìå 2.26,
áèíîìà x pn−1 − 1. Ïî ñâîéñòâàì ì. ì. (òåîðåìà 2.20)
áèíîì x pn−1 − 1 äåëèòñÿ íà f(x) = mx(x). □

Ïðèìåð 2.30. Âîçâðàùàåìñÿ ê ðàçëîæåíèþ áèíîìà
x 15 + 1 ∈ F2[x].

Ïîñêîëüêó 15 = 24 − 1, âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî-
÷ëåíû 4-é ñòåïåíè íàä F2 áóäóò äåëèòåëÿìè x 16−x è,
ñëåäîâàòåëüíî, x 15 + 1. Òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ òðè:

x4 + x+ 1, x4 + x3 + 1 è x4 + x3 + x2 + x+ 1.

Òàêèì îáðàçîì,

x 15 + 1 =
(
x4 + x+ 1

)
·
(
x4 + x3 + 1

)
×

×
(
x4 + x3 + x2 + x+ 1

)
·
(
x3 + 1

)
.

Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî 3 = 22 − 1, è ïîýòîìó âñå íå-
ïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû 2-é ñòåïåíè íàä F2 áóäóò äå-
ëèòåëÿìè x4 − x è, ñëåäîâàòåëüíî, x3 + 1. Íî òàêîé
ìíîãî÷ëåí òîëüêî îäèí: x2 + x+ 1.

64 Глава 2. Конечные кольца и поля 

Возможность раскладывать биномы специального 

вида на неприводимые даёт следующая 

Теорема 2.29. Все неприводимые многочлены п-й сте- 
ть 

пени над Е} делят бином ХР — т. 

Доказательство. п, = 1. Убеждаемся, что (1 — а) делит 
(1? — х), где а Е Е,: поскольку а? = а, оба бинома 

имеют корень а. 
п_> 1. Выбираем неприводимый нормированный 

многочлен }(5) степени п из Е»т]| и строим поле 

Е/ (12) = Е". 
В нём х — корень корень /(1), и, по теореме 2.26, 

бинома хР”-Т — 1. По свойствам м. м. (теорема 2.20) 
бином т’! — 1 делится на }(х) = т„(хт). о 

Пример 2.30. Возвращаемся к разложению бинома 

т +1Е Е]. 

Поскольку 15 = 2“ — 1, все неприводимые много- 

члены 4-й степени над № будут делителями 516 — хи, 

следовательно, т? + 1. Таких многочленов три: 

-Е+Ь ИОН и ИОН Нт+Е 

Таким образом, 

+1 = (“++ 1) (++) х 

х (а-я +Е+Ь (2+1). 

Далее замечаем, что 3 = 22 — 1, и поэтому все не- 

приводимые многочлены 2-й степени над Е будут де- 

лителями 11 — т и, следовательно, 13 + 1. Но такой 

многочлен только один: +т-+1.
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå x 15 + 1 íà íå-
ðàçëîæèìûå ìíîãî÷ëåíû:

x 15 + 1 = (x+ 1) ·
(
x2 + x+ 1

)
×

×
(
x4 + x+ 1

)
·
(
x4 + x3 + 1

)
·
(
x4 + x3 + x2 + x+ 1

)
.

::::::::::
Òåîðåìà 2.31. Ëþáîé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, äåëÿ-
ùèé áèíîì x pn−x, èìååò ñòåïåíü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ
n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè k, êîòîðûé äåëèò áèíîì x pn − x. Òîãäà
Fp[x]/(f) = F � ïîëå, êîòîðîå ðàññìîòðèì êàê âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Fp ñ áàçèñîì 1, x, . . ., x k−1.

Ïîñêîëüêó áèíîì x pn − x äåëèòñÿ íà f , òî â ïîëå
F èìååì

x pn − x = 0. (∗)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîé ýëåìåíò β ∈ F âûðàæà-

åòñÿ ÷åðåç áàçèñ:

β =
k−1∑
i=0

aix
i.

Âîçâîäèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â ñòåïåíü pn. Ïî
ôîðìóëå áèíîìà â êîíå÷íîì ïîëå (ñì. ëåììó 2.1 íà
ñ. 34) è α pn = α äëÿ ëþáîãî α ∈ F ïîëó÷èì

β pn =

(
k−1∑
i=0

aix
i

) pn

=
k−1∑
i=0

aix
i = β,

èëè
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Окончательно получаем разложение 1 + 1 на не- 

разложимые многочлены: 

д +1 = (2+0. (++ х 

х (= +1). (а а +1. (+++. 

Теорема 2.31. Любой неприводимый многочлен, деля- 
., ть 

щий бином т? —х, имеет степень, не превосходящую 

п. 

Доказательство. Пусть } — неприводимый многочлен 
ть 

степени К, который делит бином ТР — т. Тогда 

Ех = К — поле, которое рассмотрим как век- р ) 

торное пространство над Е„ с базисом 1, 2,.... Жи. 
ть 

Поскольку бином т? — т делится на }, то в поле 

Е имеем в 
РР —т = 0. (*) 

С другой стороны, любой элемент В Е Е выража- 

ется через базис: 

Возводим обе части этого равенства в степень р”. По 

формуле бинома в конечном поле (см. лемму 2.1 на 
т 

с. 34) иа? =а для любого а Е Е получим 

&—1 р" 1 

В? = > ат’ = > ат’ = В, 
5—0 5—0 

или
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β pn − β = 0,

òî åñòü β � êîðåíü (∗). Íî ó (∗) íå áîëåå pn ðàçëè÷íûõ
êîðíåé, à â ïîñòðîåííîì ïîëå F èìååòñÿ pk ýëåìåíòîâ.
Êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ F ÿâëÿåòñÿ êîðíåì (∗), ñëåäî-
âàòåëüíî pn ⩾ pk è n ⩾ k. □

Ðåçþìèðóåì: â êîëüöå Fp[x] äåëèòåëÿìè áèíîìà
x pn − x ìîãóò áûòü íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû òîëüêî
ñòåïåíè ⩽ n, ïðè ýòîì ñòåïåíè n � âñå èç íèõ.

Êîðíè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà. Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü âñå êîðíè íåïðèâîäèìî-
ãî ìíîãî÷ëåíà èç Fp[x], åñëè èçâåñòåí õîòÿ áû îäèí
êîðåíü: äîñòàòî÷íî âîçâîäèòü åãî ïîñëåäîâàòåëüíî â
ñòåïåíè p.

::::::::::
Òåîðåìà 2.32 (î êîðíÿõ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà).
Ïóñòü β ∈ Fn

p � êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà

f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n ∈ Fp[x].

Òîãäà β, βp, β p2, . . ., β pn−1

âñå ðàçëè÷íû è èñ÷åðïûâà-
þò ñïèñîê âñåõ n åãî êîðíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1, óòâåðæäåíèå òåîðåìû òðè-
âèàëüíî è äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî n > 1.

Èñïîëüçóÿ áèíîì Íüþòîíà ïî mod p (ñì. ëåììó
2.1) óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

f(β) = 0 ⇔ (f(β))p = 0

⇔ (a0 + a1β + . . .+ anβ
n)p = 0

⇔ a0 + a1β
p + . . .+ an(β

p)n = 0
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р” — 
В — В — 0, 

то есть В — корень (*). Ноу (*) не более р” различных 
корней, а в построенном поле Ё имеется р^ элементов. 
Каждый элемент поля РЁ является корнем (*), следо- 

вательно р” > №ип> к. о 

‚ Резюмируем: в кольце Е’[т| делителями бинома 
т? — т могут быть неприводимые многочлены только 
степени < п, при этом степени п, — все из них. 

Корни неприводимого многочлена. Следующая 
теорема позволяет находить все корни неприводимо- 
го многочлена из Е›|2|, если известен хотя бы один 
корень: достаточно возводить его последовательно в 
степени р. 

Теорема 2.32 (о корнях неприводимого многочлена). 
Пусть В Е Е, — корень неприводимого многочлена 

7(2) = о ах+... На” Е Е, 1]. 
2 п—1 

Тогда 6, 0, 9Р,..., ВР все различны, и исчертыва- 

ют, список всех п, его корней. 

Доказательство. При п = 1, утверждение теоремы три- 

виально и далее считаем, что ® > 1. 

Используя бином Ньютона по то р (см. лемму 

2.1) устанавливаем, что 

(В) =0 + (1(8)’=0 
<> (в -а 8+... На», д")? = 0 

<> щш-+а10Р +... + а, (8Р)" = 0
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⇔ f(βp) = 0.

Ïîýòîìó βp, . . . , β pn−1

� òàêæå êîðíè f(x).
Ïîêàæåì, ÷òî âñå äàííûå êîðíè ðàçëè÷íû, è òîãäà

(ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íå áîëåå n ðàçëè÷íûõ êîð-
íåé) ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íàéäåíû âñå êîðíè ìíî-
ãî÷ëåíà f(x).

Ïóñòü β pℓ = β pk , ℓ ⩽ k. Ìû çíàåì, ÷òî βpn = β.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó

βpn = βpk·pn−k

=
(
βpk
)pn−k

=
(
βpℓ
)pn−k

= βpn−k+ℓ

,

òî β � êîðåíü óðàâíåíèÿ x pn−k+ℓ−1 − 1 = 0.
Èç ñëåäñòâèÿ 2) òåîðåìû 2.26 (â ïîëå Fn

p ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäñòàâëåíèå x pn−1−1 = (x−β1)·. . .·(x−βpn−1))
ïîëó÷àåì n− k+ ℓ ⩾ n, òàê ÷òî ℓ ⩾ k. Ïîýòîìó ℓ = k,
è âñå âûïèñàííûå âûøå êîðíè ðàçëè÷íû. □

ßñíî, ÷òî åñëè èçâåñòåí êàêîé-ëèáî îäèí êîðåíü íå-
ïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà, âñå îñòàëüíûå ìîæíî ïîëó-
÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíî âîçâîäÿ åãî â ñòåïåíè p.

Êîðíè β, βp, β p2, . . . , β pn−1

íîðìèðîâàííîãî íå-
ïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ñòåïåíè n íàçûâàþò ñî-
ïðÿæ¼ííûìè.

:::::::::::::
Ñëåäñòâèå. Åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Fp[x] ñòåïåíè n
íåïðèâîäèì, òî Fp[x]/(f(x)) � åãî ïîëå ðàçëîæåíèÿ,

â êîòîðîì îí èìååò êîðíè x, xp, x p2, . . . , x pn−1

.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ïîëå Fk

p
∼= Fp[x]/(φ(x)),

degφ(x) = k < n ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò êîðåíü β, òî
φ(x) | f(x). Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò ñâîèì ïî-
ëåì ðàçëîæåíèåì ïîëå Fp[x]/(f(x)). Äàëåå ïðèìåíÿåì
òîëüêî ÷òî äîêàçàííóþ òåîðåìó.
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$ /(’) =0. 

Поэтому 82, ..., ВР" '— также корни 1(т). 

Покажем, что все данные корни различны, и тогда, 
(многочлен степени и, имеет не более п, различных кор- 
ней) можно утверждать, что найдены все корни мно- 
гочлена }(7). 

Пусть ВР = ВР”, ( < &. Мы знаем, что 62” = В. 

С другой стороны, поскольку 
п—К %—К 

ВР" — ВР“ ^ — (в”) — (3) — ВР , 

+ 1 __ 1 __ 0 

Из следствия 2) теоремы 2.26 (в поле Е› справед- 

т 

то В — корень уравнения тР 

ливо представление х?"^1—1 = (1—61)....:(т=В»1)) 

получаем п — + > п, так что 6 > К. Поэтому 6 = К, 

и все выписанные выше корни различны. о 

Ясно, что если известен какой-либо один корень не- 
приводимого многочлена, все остальные можно полу- 
чить последовательно возводя его в степени р. 

Корни В, ВР, В?’,..., ВР" ' нормированного не- 

приводимого многочлена }(1) степени п, называют со- 
пряэженными. 

Следствие. Если многочлен ](%) Е Ех] степени п 

неприводим, то Е» т]/(1(х)) — его поле разложения, 

в котором он имеет корни т, тР, др, ... др” " 

Действительно, если в поле Е" = Е» [2]/($(т)), 
её ф(т) = К < п многочлен }(5) имеет корень В, то 
(т) | }(х). Поэтому многочлен }(5) имеет своим по- 
лем разложением поле Е,[1]/(1(х)). Далее применяем 
только что доказанную теорему.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé ïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
ìîæíî ïðåäâàðèòåëüíî ðàçëîæèòü åãî íà íåïðèâîäè-
ìûå ìíîæèòåëè.

Ïðèìåð 2.33. 1.Íàéä¼ì êîðíè íåïðèâîäèìîãî íàä F2

ìíîãî÷ëåíà
f(x) = x4 + x3 + 1.

Ýòè êîðíè áóäóò ýëåìåíòàìè ïîëÿ F2[x]/(f(x)) ðàç-
ëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä F2. Îäèí èç êîðíåé ïî-
ëó÷àåì íåìåäëåííî � ýòî x, à îñòàëüíûå òðè � ñóòü
x2, x4 = x3 + 1 è, íàêîíåö,

x8 = x6 + 1 =
(
x3 + 1

)
x2 + 1 = x5 + x2 + 1 =

=
(
x4 + x

)
+x2+1 = x3+1+x+x2+1 = x3+x2+x.

Êîðíè íàéäåíû: ýòî x, x2, x3 + 1 è x3 + x2 + x.
Ïîêàæåì, ÷òî, íàïðèìåð, x2 � äåéñòâèòåëüíî êîðåíü f(x):

ïîñêîëüêó
f(x2) = x8 + x6 + 1

è x8 = x6 + 1, òî f(x2) = 0.

2. Íàéä¼ì âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

f(x) = x4 + 2x3 + x2 + x+ 1 ∈ F3[x]

â ìèíèìàëüíîì ðàñøèðåíèè ïîëÿ F3.
Ïåðåáèðàÿ ýëåìåíòû F3 = { 0, 1, 2 }, íàõîäèì, ÷òî

1 � êîðåíü f(x), ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí f(x) ïðèâîäèì;
íàõîäèì, ÷òî

x4 + 2x3 + x2 + x+ 1 = (x− 1) ·
(
x3 + x+ 2

)
.

Äàëåå íàõîäèì, ÷òî 2 � êîðåíü ÷àñòíîãî x3 + x+2
è ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

x3 + x+ 2 = (x− 2) ·
(
x2 + 2x+ 2

)
.
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Для нахождения корней приводимого многочлена 

можно предварительно разложить его на неприводи- 

мые множители. 

Пример 2.33. 1.Найдём корни неприводимого над 5 

многочлена 
(т) = а +1. 

Эти корни будут элементами поля Е5[2]/(1(1)) раз- 
ложения многочлена }(17) над Е>. Один из корней по- 
лучаем немедленно — это т, а остальные три — суть 
17, 24 = 13 + Ти, наконец, 

28 = 6+1 = (+1 = аа +1 = 

= (а) +1 —= 23414742741 = ах. 

Корни найдены: это х, 12, 23 Ти 2+ 17 +1. 

Покажем, что, например, 1? — действительно корень }(т): 

поскольку 
1(2?) = 28+ 26+1 

и 18 = 26 + 1, то }(22) = 0. 

2. Найдём все корни многочлена 

Р(х) = 1+ 25 +? +Е+тТЕ Ез [2] 

в минимальном расширении поля Ез. 
Перебирая элементы Ез = { 0, 1, 2}, находим, что 

1 — корень }(5), поэтому многочлен }(%) приводим; 
находим, что 

до + 223 а + +т= (&-1. (а +2-2). 

Далее находим, что 2 — корень частного 13 + +2 

и справедливо разложение 

а +т-+2 = (2-2). (2+25+2).
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Ìíîãî÷ëåí φ(x) = x2 + 2x + 2 íàä F3 íå-
ïðèâîäèì. Ïîýòîìó îïðåäåëÿåì ïîëå åãî ðàçëîæåíèÿ
F3[x]/(φ(x)). Â í¼ì φ(x) èìååò êîðíè x è x3.

Â ýòîì ïîëå x2 = −2x− 2 = x+ 1, ïîýòîìó
x3 = x(x+ 1) = x2 + x = 2x+ 1.

Îòâåò: ïîëå F3[x]/
(
x2 + 2x+ 2

)
= F2

3 ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) = x4+2x3+x2+x+
1 ∈ F3[x] � ìèíèìàëüíîì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 3, â
êîòîðîì ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò êîðíè; îíè ñóòü 1, 2, x
è 2x+ 1.

3. Íàéä¼ì ìèíèìàëüíîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 3,
â êîòîðîì ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 + 2x2 + 2x+ 2 ∈ F3[x]
ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, à â äàííîì
ïîëå � âñå êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ïåðåáîðîì ýëåìåíòîâ F3 = {0, 1, 2} íàõîäèì, ÷òî
f(x) = 0 (mod 3) ëèøü ïðè x = 2, ÷òî äà¼ò ðàçëîæåíèå

x4 + 2x2 + 2x+ 2 = (x− 2)(x3 + 2x2 + 2).

Äàëåå óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí x3 + 2x2 + 2
èìååò â F3 åäèíñòâåííûé êîðåíü 2, ñïðàâåäëèâî ïðåä-
ñòàâëåíèå

x3 + 2x2 + 2 = (x− 2)(x2 + x+ 2),

è ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü íåðàçëîæèì. Ïîýòîìó çà-
êëþ÷àåì, ÷òî îáðàçîâàííîå èì ïîëå F3[x]/(x

2 + x+ 2)
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà
f(x) = x4 + 2x2 + 2x+ 2 ∈ F3[x].

Â ýòîì ïîëå x2 = −x − 2 = 2x + 1 è ìíîãî÷ëåí
f(x) èìååò êîðíè: 2 (2-é ñòåïåíè), à òàêæå x è

x3 = 2x2 + x = 2(2x+ 1) + x = 2x+ 2.
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Многочлен $(2) = 2? + 21 +2 над Ез не- 
приводим. Поэтому определяем поле его разложения 
Ез[2] /(Ф(5)). В нём ф(х) имеет корни 2 и 13. 

В этом поле 12 = 2% —-2 = +1, поэтому 

13 = (+1) = 22 -+т= Ж+1. 

Ответ: поле Ез[2]/ (1? + 2х +2) = Е3 является по- 
лем разложения многочлена {(х) = 21+ 223 + а? ++ 
1е Е. [т] — минимальном полем характеристики 3, в 
котором многочлен }(х) имеет корни; они суть 1, 2, х 

и +1. 

3. Найдём минимальное поле характеристики 3, 

в котором многочлен }(2) = 21 + 212 + 22 +2 Е Е 3] 
раскладывается на линейные множители, а в данном 

поле — все корни этого многочлена. 

Перебором элементов Ез = {0,1,2} находим, что 

1(х) = 0 (тоа 3) лишь при 1 = 2, что даёт разложение 

а 227 + ж+2 = (1-2)(2 +217 +2). 

Далее устанавливаем, что многочлен 23 + 2152 +2 

имеет в Ез единственный корень 2, справедливо пред- 

ставление 

а 2? +2 = (2-2)(1 + 2+2), 

и последний сомножитель неразложим. Поэтому за- 
ключаем, что образованное им поле Ез[2]/ (25° +2 +2) 
является полем разложения исходного многочлена 
1(т) = 21 + 222 + 2-2 Ее Ез{. 

В этом поле 12° = -т—2 = 2% +1 и многочлен 

1(х) имеет корни: 2 (2-й степени), а также х и 

23 = 227 + т = 20+ 1] 4х = +2.
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2.6 Î ñóùåñòâîâàíèè íåïðèâîäèìûõ

ìíîãî÷ëåíîâ è ïîëåé. Ïðèìèòèâ-

íûå ìíîãî÷ëåíû

Ñóùåñòâîâàíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Ñèìâîëîì Inp îáîçíà÷èì ÷èñëî íîðìèðîâàííûõ íåïðè-
âîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n èç Fp[x].

::::::::::
Òåîðåìà 2.34 (È. Ê. Ô. Ãàóññ).

∑
d|n

d · Idp = pn.

Íàéä¼ì, íàïðèìåð, I72 . Ïî ôîðìóëå Ãàóññà∑
d|7

d · Id2 = 1 · I12 + 7 · I72 = 27 = 128.

Äàëåå I12 = 2, òàê êàê èìååòñÿ äâà íåïðèâîäèìûõ íàä
F2 ìíîãî÷ëåíà: x è x + 1 (âñå ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû
íåïðèâîäèìû). Îòñþäà I72 = (128− 2)/7 = 18.

Èç ôîðìóëû Ãàóññà èìåþòñÿ âàæíûå

:::::::::::::
Ñëåäñòâèÿ.

1. Ïðîñòàÿ îöåíêà (n ⩾ 2)

n · Inp = pn −
∑

d|n, k<n

d · Idp ⩾

⩾ pn − pn−1 − . . .− p− 1 = pn − pn − 1

p− 1
> 0

âëå÷¼ò Inp > 0, òî åñòü äëÿ ëþáûõ ïðîñòîãî p è íà-
òóðàëüíîãî n íàä ïîëåì Fp ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí

íåïðèâîäèìûé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.
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2.6 О существовании неприводимых 

многочленов и полей. Примитив- 

ные многочлены 

Существование неприводимых многочленов. 
Символом Г, обозначим число нормированных непри- 
водимых многочленов степени п из Е» 1]. 

Теорема 2.34 (И. К. Ф. Гаусс). У` 4. 19 = р". 
(и 

Найдём, например, М. По формуле Гаусса 

У а. =т.В+Т. В = = 128. 

Далее П = 2, так как имеется два неприводимых над 

Е› многочлена: х и х + 1 (все линейные многочлены 

неприводимы). Отсюда [5 = (128 — 2)/7 = 18. 

Из формулы Гаусса, имеются важные 

Следствия, 
1. Простая оценка (п > 2) 

пт=р- а. М> 

_ р. 
р-р -... -р-Тт=р- >0 

р—1 

влечёт /, > 0, то есть для любых простого р и на- 

турального п над полем Е, существует хотя бы один 

неприводимый нормированный многочлен степени п.
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2. Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå äëÿ ëþáîãî n ïîëÿ GF (pn) êàê ôàêòîðêîëüöà ïî
èäåàëó, îáðàçîâàííîìó íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì.

Ïðèâåä¼ì ïðÿìóþ ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ Inp .
Ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà µ(n) îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ âñåõ íà-

òóðàëüíûõ n: µ(1) = 1, è äëÿ n > 1 �

µ(n) =


1, åñëè ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå n ñîñòîèò
èç ÷¼òíîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ;

−1, åñëè ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå n ñîñòîèò
èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ;

0, åñëè n íå ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ.

Íàïðèìåð, åñëè p � ïðîñòîå, òî µ(p) = −1, è
µ(6) = µ(2 · 3) = 1, µ(4) = 0, µ(30) = µ(2 · 3 · 5) = −1.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè Ì¼áèóñà: ñóììà å¼ çíà-
÷åíèé ïî âñåì äåëèòåëÿì öåëîãî ÷èñëà n, íå ðàâíîãî
åäèíèöå, ðàâíà íóëþ∑

d|n

µ(d) =

{
1, n = 1,

0, n > 1.
.

::::::::::
Òåîðåìà 2.35 (ôîðìóëà Ãàóññà).

Inp =
1

n

∑
d|n

µ(d) p
n
d .

Íàïðèìåð: I42 = 1
4

[
µ(1)︸︷︷︸
=1

·24 + µ(2)︸︷︷︸
=−1

·22 + µ(4)︸︷︷︸
=0

·2
]
= 3;

I52 = 1
5

[
µ(1) · 25 + µ(5) · 2

]
= 1

5

[
32− 2

]
= 6;

I63 = 1
6

[
µ(1) · 36 + µ(2) · 33 + µ(3) · 32 +
+ µ(6) · 3

]
= 116.
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2. Отсюда, в свою очередь, следует существо- 
вание для любого п поля СЕ(р”) как факторкольца по 

идеалу, образованному неприводимым многочленом. 

Приведём прямую формулу для определения /,. 

Функция Мёбиуса и(п) определяется для всех на- 
туральных п: (1) =1, идлят> 1 — 

/ 

1 ‚ если примарное разложение %® состоит 

из чётного числа различных простых; 

и(п) = $ —1, если примарное разложение п состоит 

из нечётного числа различных простых; 
| 0, если п не свободно от квадратов. 

Например, если р — простое, то (р) = т и 

(6) = (2.3) =1, (4) =0, и(30) = (2.3.5) = —1. 
Основное свойство функции Мёбиуса: сумма еб зна- 

чений по всем делителям целого числа п, не равного 

единице, равна нулю 

1) п=1, 

>. а) = |. п>1.. 
т ) 

Теорема 2.35 (формула Гаусса). 

тр 
1
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Ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû

Îïðåäåëåíèå 2.36. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïðèìèòè-
âíîãî ýëåìåíòà ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì ìíî-
ãî÷ëåíîì.

Èíûìè ñëîâàìè, íîðìèðîâàííûé íåïðèâîäèìûé
ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Fp[x] ïðèìèòèâåí, åñëè x � ïðè-
ìèòèâíûé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ
Fp[x]/(f(x)).

Ïðèìåð 2.37. 1) Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí

f(x) = x4 + x+ 1 ∈ F2[x]

ïðèìèòèâåí: ýëåìåíò x ïîëÿ F2[x]/
(
x4 + x+ 1

)
ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì åãî ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû.

Äåéñòâèòåëüíî, äàííàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ãðóïïà ñîñòîèò èç 24 − 1 = 15 = 3 · 5 ýëå-
ìåíòîâ, ïðè ýòîì x3 ̸= 1 è

x5 = x · x4 = x · (x+ 1) = x2 + x ̸= 1.

2) Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí

g(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 ∈ F2[x]

íå ïðèìèòèâåí: ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ
F2[x]/(g(x)) ñîñòîèò èç 15-è ýëåìåíòîâ, à ïîðÿ-
äîê ýëåìåíòà x åñòü 5:

x5 = x · x4 = x4 + x3 + x2 + x =

= (x3 + x2 + x+ 1) + x3 + x2 + x = 1.
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Примитивные многочлены 

Определение 2.36. Минимальный многочлен примити- 

вного элемента поля называется примитивным мно- 

гочленом. 

Иными словами, нормированный неприводимый 
многочлен }(1) Е Ех] примитивен, если х — при- 
митивный элемент мультипликативной группы поля 

Е» [2]/(1(2)). 

Пример 2.37. —Т) Неприводимый многочлен 

1(х) = “++ т1Е 5] 

примитивен: элемент х поля Е5[2]/ (21 +%+1) 
является порождающим его мультипликативной 
группы. 

Действительно, данная  мультипликативная 

группа состоит из 24 —1 = 15 = 3.5 эле 

ментов, при этом 23 Ти 

д =. ЕТ. (+ Е ча 1. 

2) Неприводимый многочлен 

9(2) = 2 2 +1 + +1Е Е [2] 

не примитивен: мультипликативная группа поля 
Ех] /(9(1)) состоит из 15-и элементов, а поря- 
док элемента, х есть 5: 

2? = т.д“ = да д а? фт = 

= (Зее +1 += 1.
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Ðèñ. 2.2. Ñîîòíîøåíèå ìíîæåñòâ íåïðèâîäèìûõ, ìèíè-
ìàëüíûõ è ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

2.7 Öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà êî-

ëåö âû÷åòîâ

Èäåàëû â êîëüöàõ êëàññîâ âû÷åòîâ. Ðàññìîò-
ðèì ôàêòîðêîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R = Fp[x]/(f) ïî ìî-
äóëþ ãëàâíîãî èäåàëà (f).

Åñëè ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì, òî R � ïîëå, ÷òî
óæå ðàññìîòðåíî. Íî â ëþáîì ñëó÷àå R � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä Fp.

::::::::::
Òåîðåìà 2.38. Ïóñòü f, φ ∈ Fp[x], φ | f , à φ � íåïðè-
âîäèìûé íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà

1) ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, êðàòíûõ φ, îá-
ðàçóåò èäåàë (φ) â êîëüöå R = Fp[x]/(f);

2) φ � åäèíñòâåííûé â (φ) íîðìèðîâàííûé ìíîãî-
÷ëåí ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè;
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неприводимые над СР(р) 

минимальные для 
элементов из СЁ(р") 

примитивные - 
минимальные для 

примитивных элементов 
из @ЕР(р") 

Рис. 2.2. Соотношение множеств неприводимых, мини- 

мальных и примитивных многочленов 

2.7 Циклические подпространства ко- 

лец вычетов 

Идеалы в кольцах классов вычетов. Рассмот- 

рим факторкольцо многочленов В = Е, |1]|/(}) по мо- 
дулю главного идеала (}). 

Если многочлен {1 неприводим, то В — поле, что 

уже рассмотрено. Но в любом случае В — векторное 

пространство над Е. 

Теорема 2.38. Пусть 1, фЕ Е, з], ф | 1, аф — непри- 

водимый нормированный многочлен. Тогда 

1) совокупность всех многочленов, кратных; ф, об- 
разует, идеал (ф) в кольце В = Е, т] /(Т); 

2) ф — единственный в (Ф) нормированный много- 

член минимальной степени;
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3) èäåàë (φ) � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â R
ðàçìåðíîñòè deg f − degφ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

(φ) = { g ∈ R | g = uφ (mod f), u ∈ R } .

1. Òî, ÷òî (φ) åñòü èäåàë ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
ãëàâíîãî èäåàëà êîëüöà (ñì. ñ. 20).

2. Ïóñòü g = uφ (mod f). Òîãäà èç deg g =
degφ ñëåäóåò, ÷òî u� êîíñòàíòà, è ïðè u = 1 ïîëó÷èì
g = φ, à ïðè u ̸= 1 � ìíîãî÷ëåí g íå íîðìèðîâàí.

3. Âî-ïåðâûõ, èäåàë (φ) êàê ïîäêîëüöî R � êî-
íå÷íîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Âî-âòîðûõ, deg f = n, degφ = k è g = uφ (mod f)
îçíà÷àåò, ÷òî deg u = n− k, òî åñòü òðåáóåìîå. □

Öèêëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 2.39. Ïîäïðîñòðàíñòâî êîîðäèíàòíîãî ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà F n íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ öè-
êëè÷åñêèì, åñëè âìåñòå ñ âåêòîðîì [ a0 . . . an−1 ] îíî
ñîäåðæèò âåêòîð [ an−1 a0 . . . an−2 ].

Ðàññìîòðèì êîëüöî R = Fp[x]/(x
n − 1). Åãî ýëå-

ìåíòàìè áóäóò ìíîãî÷ëåíû èç Fp[x] ñòåïåíè < n.
Â ýòîì êîëüöå, ðàññìàòðèâàåìîì êàê âåêòîð-

íîå ïðîñòðàíñòâî, èìååòñÿ åñòåñòâåííûé áàçèñ
1, x, . . . , xn−1. Öèêëè÷åñêèé ñäâèã êîîðäèíàò â
ýòîì áàçèñå ðàâíîñèëåí óìíîæåíèþ íà x:
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3) идеал (Ф) — векторное подпространство в В 

размерности 4ее } — Чех ф. 

Доказательство. Имеем 

(2) = {94ЕВ|9=иф (тоа /), че В}. 

1. То, что (ф) есть идеал следует из определения 

главного идеала кольца (см. с. 20). 

2. Пусть 9 = иф (тоа }). Тогда из 4евд = 
Че ф следует, что и — константа, и при и = 1 получим 
9 =, а при и = 1 — многочлен д не нормирован. 

3. Во-первых, идеал (ф) как подкольцо В — ко- 

нечное векторное пространство. 
Во-вторых, 4ез } = п, Чевф =Кид=иф (тоа [) 

означает, что 4её и = п — К, то есть требуемое. О 

Циклическое пространство 

Определение 2.39. Подпространство координатного ли- 

нейного пространства, Ё”" над полем РЁ называется ци- 

клическим, если вместе с вектором |а0... @и_1| оно 

содержит вектор [аи1 40... @и_2]. 

Рассмотрим кольцо В = Е, 1]/(т” — 1). Его эле- 
ментами будут многочлены из Е,[2] степени < п. 

В этом кольце, рассматриваемом как вектор- 
ное пространство, имеется естественный базис 
1 1 ..., 1”. Циклический сдвиг координат в 

этом базисе равносилен умножению на 2:
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(
a0 + a1x+ . . .+ an−2x

n−2 + an−1x
n−1) · x =

= a0x+ a1x
2 + . . .+ an−2x

n−1 + an−1 xn︸︷︷︸
=1

=

= an−1 + a0x+ a1x
2 + . . .+ an−2x

n−1.

Ïîýòîìó R íàçûâàþò öèêëè÷åñêèì ïîëèíîìèàëüíûì
êîëüöîì.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óêàçûâàåò, êîãäà è ïîäïðîñò-
ðàíñòâî öèêëè÷åñêîãî ïîëèíîìèàëüíîãî êîëüöà îêàçû-
âàåòñÿ öèêëè÷åñêèì.

::::::::::
Òåîðåìà 2.40. Â êîëüöå êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ áè-
íîìà xn− 1 ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì
åñëè è òîëüêî åñëè îíî èäåàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî I � èäåàë öèê-
ëè÷åñêîãî ïîëèíîìèàëüíîãî êîëüöà R, òî îíî çàìêíó-
òî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà x, à ýòî óìíîæåíèå è
åñòü öèêëè÷åñêèé ñäâèã. Ñëåäîâàòåëüíî ïîäïðîñòðàí-
ñòâî I � öèêëè÷åñêîå.

Îáðàòíî, ïóñòü I � öèêëè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî
êîëüöà R. Òîãäà öèêëè÷åñêèå ñäâèãè

g · x, g · x2, . . .

òàêæå ïðèíàäëåæàò I. Çíà÷èò, g · f ∈ I äëÿ ëþáîãî
ìíîãî÷ëåíà f , ïîýòîìó I � èäåàë R. □

Ïðèìåð 2.41. Ðàññìîòðèì äâà ìíîãî÷ëåíà íàä F2: ïðè-
âîäèìûé áèíîì f(x) = x4 − 1 = x4 + 1 è åãî íåïðèâî-
äèìûé äåëèòåëü φ(x) = x+ 1.

Â êîëüöå R4 = F2[x]/
(
x4 − 1

)
âñå êðàòíûå φ ìíî-

ãî÷ëåíû èìåþò âèä
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(ао ах +... Народ"? + а—12” 1) -х = 
2 п—1 п 

= а + а1т-+... тах а_1. т = 0 1 п—2 п—1 , 

=1 
1 2 — 

—= аи_1+ 405 + а117 +...+ ах”. 

Поэтому В называют циклическим. полиномиальным 

кольцом. 

Следующая теорема указывает, когда и подпрост- 

ранство циклического полиномиального кольца оказы- 

вается циклическим. 

Теорема 2.40. В кольце классов вычетов по модулю би- 

нома т” — 1 подпространство является циклическим 

если и только если оно идеал. 

Доказательство. Если подпространство [ — идеал цик- 

лического полиномиального кольца В, то оно замкну- 

то относительно умножения на х, а это умножение и 

есть циклический сдвиг. Следовательно подпростран- 

ство [ — циклическое. 

Обратно, пусть [ — циклическое подпространство 

кольца К. Тогда циклические сдвиги 

2 9:1, 9:1”, ... 

также принадлежат Г. Значит, д: БЕ Г для любого 

многочлена, }, поэтому Г — идеал ЮВ. О 

Пример 2.41. Рассмотрим два многочлена над Е: при- 

водимый бином }(1) = 1“ — 1 =“ 1 и его неприво- 
димый делитель Ф(5) = + 1. 

В кольце В. = Е>[2]/(2 —1) все кратные ф мно- 
гочлены имеют вид
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(
ax2 + bx+ c

)
· (x+1) = ax3+(a+ b)x2+(b+ c)x+ c,

a, b, c ∈ { 0, 1 } è îáðàçóþò èäåàë â í¼ì.
Ïåðå÷èñëèì ýëåìåíòû ýòîãî èäåàëà:

a b c ýëåìåíòû (φ)

0 0 0 0
0 0 1 x+ 1 = φ(x)
0 1 0 x2 + x
0 1 1 x2 + 1
1 0 0 x3 + x2

1 0 1 x3 + x2 + x+ 1
1 1 0 x3 + x
1 1 1 x3 + 1

Óáåæäàåìñÿ, ÷òî åñëè g ∈ (φ), òî è g · x ∈ (φ).

Ôàêòîðèçàöèÿ áèíîìà xn−1. Ïîêàæåì, êàê ìîæ-
íî íàéòè ÷èñëî è ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé áè-
íîìà xn − 1 ∈ Fp[x].

Ïóñòü n = t · p. Ïîñêîëüêó xtp − 1 = (xt − 1)
p, òî

êîðíÿìè áèíîìà xn−1 áóäóò âñå êîðíè xt−1 êðàòíîñòè
p. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì f(x)
äåëèò áèíîì xtp − 1, òî åãî äåëèò è (f(x))p.

Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p ∤ n è áèíîì xn − 1
ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå k ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íå-
ïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ:

xn − 1 = f1(x) · . . . · fk(x).

Ïóñòü ýòè ìíîãî÷ëåíû èìåþò ñòåïåíè s1, . . . , sk ñîîò-
âåòñòâåííî è s1 + . . .+ sk = n.
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(ах? + 6 + с). (1) = аз? + (а+6) а? + $+ од -с, 

а, 6, се {0, 1} и образуют идеал в нём. 

Перечислим элементы этого идеала: 

абс | элементы (ф) 

00010 

0011] 2+1=5(5) 
010 2+5 
011 2+1 
100 23+12 
101 23-+22+т+1 

110 2+т 

111 2+1 

Убеждаемся, что если 9 Е (ф), ттид-хЕ (5). 

Факторизация бинома 1”—1. Покажем, как мож- 

но найти число и степени неприводимых делителей би- 

нома 1” —1ЕЁЕ, 1]. 
Пусть п = #.р. Поскольку х® — 1 = (2 — 1)’, то 

корнями бинома 1” —1 будут все корни 1" —1 кратности 

р. Это означает, что если неприводимый полином }(1) 

делит бином 2? — 1, то его делит и (}(5))Р. 

Поэтому будем считать, что р 1 п и бином 1" — 1 

разлагается в произведение А попарно различных не- 

приводимых многочленов: 

м1 = Л(т)-.... Лит). 

Пусть эти многочлены имеют степени $1, ..., 8% соот- 

ветственно и 51 +... {$4 = П.
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Âñå n êîðíåé áèíîìà xn−1 îáðàçóþò öèêëè÷åñêóþ
ïîäãðóïïó êîðíåé èç 1 ñòåïåíè n â ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé ãðóïïå ñâîåãî ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ. Ðàíåå áûëî ïîêà-
çàíî, ÷òî åñëè β � êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
f(x) ñòåïåíè s, òî βp, βp2, . . . βps−1

� òàêæå åãî êîðíè.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíû k è s1, . . . , sk ìîæíî
íàéòè, ðàçáèâ ýëåìåíòû Zn íà îðáèòû îòîáðàæåíèÿ
ℓ 7→ pℓ (mod n).

Ïðèìåð 2.42. 1. Âåðí¼ìñÿ ê ïðèìåðó ñ ðàçëîæåíèåì
áèíîìà x15+1 ∈ F2[x]. Îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà 2
ýëåìåíòû Z15 ðàçáèâàþòñÿ íà ñëåäóþùèå îðáèòû:

{ 0 }, { 1, 2, 4, 8 }, { 3, 6, 12, 9 }, { 5, 10 },
{ 7, 14, 13, 11 }.

Ïîýòîìó x15+1 ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå îäíîãî íå-
ïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 1, îäíîãî íåïðèâîäè-
ìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 2 è òðåõ íåïðèâîäèìûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 4.

Â äàííîì ñëó÷àå ýòè ìíîãî÷ëåíû ëåãêî îïðåäåëÿ-
þòñÿ: ëèíåéíûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí åñòü, î÷å-
âèäíî, x+1, êâàäðàòíûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä
F2 åäèíñòâåíåí (ýòî x2 + x + 1), òàêæå â F2 èìåþòñÿ
òîëüêî òðè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíà 4-é ñòåïåíè. È
ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå ñîâïàäàåò ñ íàéäåííûì ðàíåå
â íà ñ. 65.

2. Íàéä¼ì ñòðóêòóðó ðàçëîæåíèÿ áèíîìà x9− 1
íàä F2. Îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà 2 ýëåìåíòû Z9 íà
òðè îðáèòû:

{ 0 }, { 1, 2, 4, 8, 7, 5 }, { 3, 6 }.

2.7. Циклические подпространства колец 77 

Все п корней бинома 1" — 1 образуют циклическую 

подгруппу корней из 1 степени п в мультипликатив- 

ной группе своего поля разложения. Ранее было пока- 

зано, что если В — корень неприводимого многочлена 

1(%) степени в, то ВР, В”,... В '— также его корни. 
Отсюда следует, что величины Ки $1,..., 8 МОЖНО 

найти, разбив элементы „ на орбиты отображения 

6 н>рё (тоа п). 

Пример 2.42. 1. Вернёмся к примеру с разложением 

бинома 2? + ТЕ Е>[1]. Относительно умножения на 2 
элементы 15 разбиваются на следующие орбиты: 

{0}, {1, 2,4, 8}, {3, 6, 12, 9}, {5, 10}, 
{7, 14, 13, Ш} 

Поэтому +1 разлагается в произведение одного не- 

приводимого многочлена степени 1, одного неприводи- 

мого многочлена, степени 2 и трех неприводимых мно- 

гочленов степени 4. 

В данном случае эти многочлены легко определя- 

ются: линейный неприводимый многочлен есть, оче- 

видно, 1+1, квадратный неприводимый многочлен над 

Е. единственен (это 2? + д + 1), также в Е› имеются 

только три неприводимых многочлена 4-й степени. И 

полученное разложение совпадает с найденным ранее 

в на с. 65. 

2. Найдём структуру разложения бинома 1) — 1 

над Е. Относительно умножения на 2 элементы 29 на 

три орбиты: 

{0}, {1,2, 4,8, 7,5}, {3,6}.
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Ïîýòîìó äàííûé áèíîì ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå îä-
íîãî ëèíåéíîãî ìíîãî÷ëåíà (x+1), îäíîãî 2-é ñòåïåíè
(x2 + x + 1) è íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
6-é ñòåïåíè.

3. Íàéä¼ì ñòðóêòóðó ðàçëîæåíèÿ áèíîìà x23 −
1 íàä F2. Îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà 2 âû÷åòû ïî
ìîäóëþ 23 ðàçáèâàþòñÿ íà òðè îðáèòû:

{ 0 }, { 1, 2, 4, 8, 16, 9, 18, 13, 3, 6, 12 },
{ 5, 10, 20, 17, 11, 22, 21, 19, 15, 7, 14 }.

Ïîýòîìó áèíîì x23− 1 ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëè-
íåéíîãî ìíîãî÷ëåíà x + 1 è äâóõ íåïðèâîäèìûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ 11-é ñòåïåíè.

78 Глава 2. Конечные кольца и поля 

Поэтому данный бином разлагается в произведение ол- 

ного линейного многочлена, (2 - 1), одного 2-й степени 
(22 т 1) и некоторого неприводимого многочлена, 

6-й степени. 

3. Найдём структуру разложения бинома 123 — 

1 над Е›. Относительно умножения на 2 вычеты по 

модулю 23 разбиваются на три орбиты: 

{0}, {1,2, 4, 8, 16, 9, 18, 13, 3, 6, 12}, 
{5, 10, 20, 17, 11, 22, 21,19, 15,7,14}. 

Поэтому бином 123 — 1 разлагается в произведение ли- 

нейного многочлена т + 1 и двух неприводимых мно- 

гочленов 11-й степени.
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Ãëàâà 3

Êîäû, èñïðàâëÿþùèå

îøèáêè

Òåîðèÿ êîððåêòèðóþùèõ êîäîâ íà÷àëà ðàçâèâàòüñÿ ïîñëå
îïóáëèêîâàíèÿ â 1948 ã. ñòàòüè Êëîäà Øåííîíà (Claude Elwood
Shannon, 1916�2001) ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñâÿçè¿, è îñîáåí-
íî ïîñëå ðàáîò Ì. Ãîëåÿ (1949) è Ð. Õýììèíãà (1950).

Â ñâîé îñíîâîïîëàãàþùåé ñòàòüå Øåííîí óñòàíîâèë i. a.,
÷òî ïî êàíàëó ñâÿçè èíôîðìàöèÿ ìîæåò ïåðåäàâàòüñÿ áåçîøè-
áî÷íî, åñëè ñêîðîñòü ïåðåäà÷è íå ïðåâûøàåò ïðîïóñêíîé ñïî-
ñîáíîñòè êàíàëà. Îäíàêî ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé
÷èñòîãî ñóùåñòâîâàíèÿ, êîòîðîå íå äà¼ò êîíêðåòíûõ ñïîñîáîâ
ñîçäàíèÿ êîäîâ.

3.1 Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå

Çàäà÷à ïîìåõîóñòîé÷èâîãî êîäèðîâàíèÿ. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïîòîê áèòîâ, ïðîõîäÿùèé ïî êàíàëó ñ
øóìîì, âñëåäñòâèå ÷åãî âîçíèêàþò îøèáêè. Êàíàë ìî-
æåò áûòü ïðîñòðàíñòâåííûì (ëèíèÿ ñâÿçè) èëè æå âðå-
ìåíí�ûì (õðàíåíèå äàííûõ).

Ïðèìåì ìîäåëü âîçíèêíîâåíèÿ îøèáîê, ñîãëàñíî
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Глава 3 

Коды, исправляющие 

ошибки 

Теория корректирующих кодов начала развиваться после 

опубликования в 1948 г. статьи Клода Шеннона (Салае Ем оо4 
Сраппоп, 1916-2001) «Математическая теория связи», и особен- 

но после работ М. Голея (1949) и Р. Хэмминга (1950). 
В свой основополагающей статье Шеннон установил 1. а., 

что по каналу связи информация может передаваться безоши- 

бочно, если скорость передачи не превышает пропускной спо- 

собности канала. Однако это утверждение является теоремой 

чистого существования, которое не даёт конкретных способов 

создания кодов. 

3.1 Блоковое кодирование 

Задача помехоустойчивого кодирования. Рас- 
сматривается поток битов, проходящий по каналу с 
шумом, вследствие чего возникают ошибки. Канал мо- 
жет быть пространственным (линия связи) или же вре- 
менным (хранение данных). 

Получатель 
сообщений 

Источник 
я Кодер ——>—| Канал связи [| Декодер РЭ 

сообщений 

| 
Помехи 

(шум) 

Примем модель возникновения ошибок, согласно
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êîòîðîé ïîä âîçäåéñòâèåì øóìà íåêîòîðûå áèòû ñëó-
÷àéíî, íåçàâèñèìî è ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ìîãóò
îêàçàòüñÿ èíâåðòèðîâàííûìè, íî âñòàâîê, âûïàäåíèé
èëè ñòèðàíèé (çàìåí íà íåêîòîðîé ñèìâîë, îòëè÷íûé
îò 0 è 1) áèòîâ íåò (äâîè÷íûé ñèììåòðè÷íûé êàíàë).

Çàäà÷à: îáåñïå÷èòü âîçìîæíîñòü àâòîìàòè÷åñêîãî
èñïðàâëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà îøèáîê, ïîñòðîèâ
ïîìåõîçàùèù¼ííûé êîä, è èìåþùèé, ïî âîçìîæíîñòè,
ïðîñòûå àëãîðèòìû êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ.

Îäíèì èç âîçìîæíûõ åñòåñòâåííûõ ïîäõîäîâ ê ðå-
øåíèþ äàííîé ïðîáëåìû ñîñòîèò â ðàçáèåíèè âñåãî ïî-
òîêà èíôîðìàöèè íà ñîîáùåíèÿ � ïîñëåäîâàòåëüíûå
íåïåðåñåêàþùèåñÿ áëîêè áèòîâ ôèêñèðîâàííîé äëèíû
k. Ïîñëå ýòîãî êàæäûé áëîê ìîæíî êîäèðîâàòü (ìîäè-
ôèöèðîâàòü):

à) ïî åäèíîìó ïðàâèëó è íåçàâèñèìî îò äðóãèõ,
îñóùåñòâëÿÿ áëîêîâîå êîäèðîâàíèå;

á) â çàâèñèìîñòè îò ïðåäûäóùèõ, ðåàëèçóÿ ñâ¼ð-
òî÷íîå èëè ïîòîêîâîå êîäèðîâàíèå.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì òîëüêî áëîêîâîå êîäèðîâà-

íèå. Ââåä¼ì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåðìèíîëîãèþ.

� S = {0, 1}k � ïðîñòðàíñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ñî-
îáùåíèé (èíôîðìàöèîííûõ ñëîâ) äëèíû k êàæ-
äîå; k íàçûâàþò ðàíãîì êîäà.
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которой под воздействием шума некоторые биты слу- 

чайно, независимо и с равными вероятностями могут 

оказаться инвертированными, но вставок, выпадений 

или стираний (замен на некоторой символ, отличный 

от 0 и 1) битов нет (двоичный симметричный канал). 
Задача: обеспечить возможность автоматического 

исправления максимального числа оптибок, построив 

помехозащищеённый код, и имеющий, по возможности, 

простые алгоритмы кодирования и декодирования. 

Одним из возможных естественных подходов к ре- 

шению данной проблемы состоит в разбиении всего по- 

тока информации на сообщения — последовательные 

непересекающиеся блоки битов фиксированной длины 

К. После этого каждый блок можно кодировать (моди- 

фицировать): 

а) по единому правилу и независимо от других, 

осуществляя блоковое кодирование; 

6) в зависимости от предыдущих, реализуя свёр- 

точное или потоковое кодирование. 

Еорректирующие коды | 

| Систематические | | Несистематические | 

Далее рассматриваем только блоковое кодирова- 

ние. Введём основные понятия и терминологию. 

е 5 = {0,1} — пространство всех возможных с0- 
общений (информационных слов) длины К каж- 

дое; К называют рангом кода.
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� Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîìåõîçàùèù¼ííîñòè âìåñòî
ñîîáùåíèé ïåðåäàþò êîäîâûå ñëîâà (êîäîñëîâà)
áîëüøåé äëèíû n = k + m, m > 0, è ïîýòîìó
òàêîå êîäèðîâàíèå íàçûâàþò èçáûòî÷íûì.
Ïðè m = 0 èëè k = 0 ãîâîðÿò î òðèâèàëüíûõ
êîäàõ.

� Êîäîì áóäåì íàçûâàòü ñîâîêóïíîñòü C âñåõ êî-
äîâûõ ñëîâ, |C| = Q = 2k � ìîùíîñòü êîäà;

� Êîäèðîâàíèåì íàçûâàþò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå
ïðåîáðàçîâàíèå ñîîáùåíèÿ â êîäîâîå ñëîâî.

Êîäèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì áèòû ñîîáùåíèÿ ïåðå-
õîäÿò â çàðàíåå ôèêñèðîâàííûå ïîçèöèè êîäîâî-
ãî ñëîâà, íàçûâàþò ðàçäåëèìûì (ñîîáùåíèå âëî-
æåíî â êîäîñëîâî). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå k áèò
êîäîâîãî ñëîâà íàçûâàþò èíôîðìàöèîííûìè, à
îñòàëüíûå m � ïðîâåðî÷íûìè.

� Äåêîäèðîâàíèå � âîññòàíîâëåíèå ñîîáùåíèÿ ïî
ïðèíÿòîìó, âîçìîæíî èñêàæ¼ííîìó ñëîâó.

� R = k/n � ñêîðîñòü êîäà, îñíîâíàÿ åãî õàðàêòå-
ðèñòèêà; m/n � èçáûòî÷íîñòü êîäà.

Âïåðâûå (1942) êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîäîâ,
ñïîñîáíûõ êîððåêòèðîâàòü îäèíî÷íûå îøèáêè è ñ ïðîñòûì äå-
êîäèðîâàíèåì ïðåäëîæèë âûäàþùèéñÿ àíãëèéñêèé ñòàòèñòèê,
áèîëîã-ýâîëþöèîíèñò è ãåíåòèê Ðîíàëüä À. Ôèøåð (Sir Ronald
Aylmer Fisher, 1890�1962). Îäíàêî øèðîêî èçâåñòíûì îí ñòàë
òîëüêî ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ â 1950 ã. ñòàòüè àìåðèêàíñêîãî ìà-
òåìàòèêà Ðè÷àðäà Õýììèíãà (Richard Wesley Hamming, 1915�
1998).

×åì ìåíüøå èçáûòî÷íîñòü è ÷åì áîëüøå ÷èñëî
îøèáîê, êîòîðûå ìîæåò èñïðàâèòü êîä, òåì îí ëó÷øå.
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е Для обеспечения помехозащищённости вместо 

сообщений передают кодовые слова (кодослова) 

большей длины п = + т, т > 0, и поэтому 

такое кодирование называют избыточным. 

При т = 0 или К = 0 говорят о тривиальных 

кодах. 

е Кодом будем называть совокупность С’ всех ко- 

довых слов, [С] = О = 2" — мощность кода; 

е Кодированием называют взаимнооднозначное 

преобразование сообщения в кодовое слово. 

Кодирование, при котором биты сообщения пере- 

ходят в заранее фиксированные позиции кодово- 

го слова, называют разделимы.м (сообщение вло- 

жено в кодослово). Тогда соответствующие А бит 

кодового слова называют информационными, а 

остальные 71 — проверочными. 

е Декодирование — восстановление сообщения по 

принятому, возможно искажённому слову. 

е В =К/п — скорость кода, основная его характе- 

ристика; т/п — избыточность кода. 

Впервые (1942) конструктивный метод построения кодов, 

способных корректировать одиночные ошибки и с простым де- 

кодированием предложил выдающийся английский статистик, 

биолог-эволюционист и генетик Рональд А. Фишер (5 Вопа]А 

Ауппег Е1зЪег, 1890-1962). Однако широко известным он стал 

только после опубликования в 1950 г. статьи американского ма- 

тематика Ричарда Хэмминга (ВасвагА \Уееу Нашиите, 1915- 

1998). 

Чем меньше избыточность и чем больше число 

ошибок, которые может исправить код, тем он лучше.
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Ýòè òðåáîâàíèÿ ïðîòèâîðå÷èâû, è îäíî äîñòèãàåòñÿ çà
ñ÷¼ò äðóãîãî (êëàññè÷åñêèé èíæåíåðíûé êîìïðîìèññ).

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìèíèìàëüíîå õýììèíãîâî ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó ñëîâàìè êîäà C íàçûâàåòñÿ åãî êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì èëè ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì êîäà,
ñèìâîëè÷åñêè d(C) èëè ïðîñòî d.

Õýììèíãîâî ðàññòîÿíèå ρ(α̃, β̃) ìåæäó áèíàðíûìè
âåêòîðàìè α̃ è β̃, íàïîìíèì, åñòü âåñ èõ ñóììû:

ρ(α̃, β̃) = wt(α̃ + β̃) =
∥∥α̃ + β̃

∥∥.
ßñíî, ÷òî êîä ìîæåò èñïðàâèòü äî r îøèáîê, åñëè

â Bn øàðû ðàäèóñîâ r ñ öåíòðàìè â êîäîâûõ ñëîâàõ
íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â âåêòîðå
α̃ èñêàæåíî íå áîëåå r áèò, òî íàáîð îñòàíåòñÿ â äàí-
íîì øàðå è èñêîìîå êîäîâîå ñëîâî åñòü öåíòð øàðà,
áëèæàéøèé ê ïîëó÷åííîìó íàáîðó.

Ñëåäîâàòåëüíî ó êîäà, èñïðàâëÿþùåãî äî r îøèáîê
êîäîâîå ðàññòîÿíèå d äîëæíî áûòü íå ìåíåå 2r + 1.

Îïðåäåëåíèå êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ ïðîèçâîëüíî-
ãî êîäà C êðàéíå òðóäî¼ìêàÿ çàäà÷à: ïîêàçàíà å¼
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Эти требования противоречивы, и одно достигается за 
счёт другого (классический инженерный компромисс). 

Кодовое расстояние 

Определение 3.1. Минимальное хэммингово расстоя- 

ние между словами кода С называется его кодовым 
расстоянием или минимальным расстоянием кода, 
символически 4(С’) или просто 4. 

Хэммингово расстояние р(а, В) между бинарными 

векторами @ и В, напомним, есть вес их суммы: 

р(а,В) = «Ка В) = |а&+ 8]. 

Ясно, что код может исправить до т ошибок, если 

в В" шары радиусов т с центрами в кодовых словах 

не имеют общих точек. Действительно, если в векторе 

а искажено не более г бит, то набор останется в дан- 

ном шаре и искомое кодовое слово есть центр шара, 

ближайший к полученному набору. 

Следовательно у кода, исправляющего до т ошибок 

кодовое расстояние 4 должно быть не менее 2т + 1. 

НЕ ИИ 
РЯ 

Определение кодового расстояния произвольно- 

го кода С крайне трудобмкая задача: показана её
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NP -òðóäíîñòü. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ íàõîæäåíèÿ d(C)
òðåáóåòñÿ ïåðåáðàòü âñå 2k(2k−1)/2 ïàð êîäîâûõ ñëîâ,
÷òî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî óæå íà÷èíàÿ ñ k = 50.

Óâåëè÷åíèå m ïðè äàííîì k âåä¼ò, âîîáùå ãîâîðÿ,
ê óâåëè÷åíèþ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ (êàê êîíêðåòíî �
î÷åíü íåïðîñòîé âîïðîñ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ê óâåëè-
÷åíèþ êîëè÷åñòâà îøèáîê, êîòîðûå ìîæåò èñïðàâèòü
êîä.

Ïðîñòåéøèå êîäû. Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå è äå-
êîäèðîâàíèå

1. Â ïðîñòåéøèì ñëó÷àå áëîêè ñîîáùåíèé ñîäåð-
æàò ïî k = 1 áèòó, òî åñòü ïðîñòðàíñòâî ñîîáùåíèé
åñòü S = { 0, 1 }.

Êîä ñ ïîâòîðåíèåì êàæäîãî ñèìâîëà 2r + 1 ðàç,
î÷åâèäíî, èñïðàâèò äî r ⩾ 1 îøèáîê. Ïðîñòåéøèé åãî
âàðèàíò � óòðàèâàíèå: 0 7→ 000, 1 7→ 111.

Ýòîò êîä ñîäåðæèò m = 2r ïðîâåðî÷íûõ ñèìâîëîâ
è èìååò êðàéíå íèçêóþ ñêîðîñòü.

2. Êîä ñ îäíîé ïðîâåðêîé íà ÷¼òíîñòü ñîäåðæèò
òîëüêî îäèí ïðîâåðî÷íûé ñèìâîë, ÿâëÿþùèéñÿ ñóì-
ìîé ïî mod 2 èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ. Ïîýòîìó îá-
ùåå ÷èñëî åäèíèö â êîäîâîì ñëîâå êîäà âñåãäà ÷¼òíî.
Åñëè ïðèíÿòîå ñëîâî ñîäåðæèò ÷¼òíîå ÷èñëî åäèíèö,
òî îíî äåêîäèðóåòñÿ îòáðàñûâàíèåì ïðîâåðî÷íîãî ñèì-
âîëà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò îòêàç îò äåêîäè-
ðîâàíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîé êîä îáíàðóæèò îøèáêè
òîëüêî íå÷¼òíîé êðàòíîñòè, à îñòàëüíûå � ïðîïóñòèò.

Äàííûé êîä ïðèìåíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â com-ïîðòàõ íà-
ñòîëüíûõ ÏÊ, îáåñïå÷èâàþùèõ ïåðåäà÷ó äàííûõ îò êëàâèàòó-
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№Р-трудность. В общем случае для нахождения (С) 
требуется перебрать все 2^(2^ — 1) /2 пар кодовых слов, 

что практически невозможно уже начиная с К = 50. 

Увеличение т при данном К ведёт, вообще говоря, 

к увеличению кодового расстояния (как конкретно — 

очень непростой вопрос) и, следовательно, к увели- 

чению количества оптибок, которые может исправить 

код. 

Простейшие коды. Блоковое кодирование и де- 

кодирование 

1. В простейшим случае блоки сообщений содер- 

жат по К = 1 биту, то есть пространство сообщений 

есть 5 ={0,1}. 

Код с повторением каждого символа, 2т - 1 раз, 

очевидно, исправит до т > 1 ошибок. Простейший его 

вариант — утраивание: 0 н* 000, 1 „+ 111. 

Этот код содержит т = 2т проверочных символов 

и имеет крайне низкую скорость. 

2. Код с одной проверкой на чёетность содержит 

только один проверочный символ, являющийся сум- 

мой по шо 2 информационных символов. Поэтому об- 

щее число единиц в кодовом слове кода всегда чётно. 

Если принятое слово содержит чётное число единиц, 

то оно декодируется отбрасыванием проверочного сим- 

вола, в противном случае происходит отказ от декоди- 

рования. Понятно, что такой код обнаружит ошибки 

только нечётной кратности, а остальные — пропустит. 

Данный код применяется, в частности, в сот-портах на- 

стольных ПК, обеспечивающих передачу данных от клавиату-
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ðû ê ñèñòåìíîìó áëîêó.

Ðàññìîòðåííûå ïðîñòåéøèå êîäû ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé â íåêîòîðîì ñìûñëå ¾ïðåäåëüíûå ñëó÷àè¿ äâîè÷-
íîãî êîäèðîâàíèÿ. Êîä ñ ïîâòîðåíèåì ìîæåò èìåòü
ïðîèçâîëüíóþ êîððåêòèðóþùóþ ñïîñîáíîñòü, íî îí
èìååò ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü. Êîä ñ îäíîé ïðîâåðêîé
íà ÷¼òíîñòü îáëàäàåò ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ, íî ñïî-
ñîáåí òîëüêî îáíàðóæèâàòü è òîëüêî íå÷¼òíîå ÷èñëî
îøèáîê.

3. Ìàòðè÷íûé êîä ïðîñò, íî ñïîñîáåí â óäà÷íûõ
ñëó÷àÿõ ñïðàâèòü íåñêîëüêî îøèáîê. Îí ïðåäïîëàãàåò
ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ â âèäå êâàäðàò-
íîé òàáëèöû è ôîðìèðîâàíèå äâóõ âåêòîðîâ ïðîâåðêè
îäíîé ïðîâåðêîé íà ÷¼òíîñòü � ñì. ðèñ. 3.1.

Ðèñ. 3.1. Ìàòðè÷íûé êîä

Êîäèðîâàíèå. Âñå âåêòîðû äàëåå ìû áóäåì, êàê
ïðèíÿòî â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, ñ÷èòàòü âåêòîð-

ñòðîêàìè. Îáîçíà÷åíèÿ:

� ñîîáùåíèå � äâîè÷íûé k-âåêòîð

u = [u0 . . . uk−1 ];

� êîäîâîå ñëîâî � äâîè÷íûé n-âåêòîð

v = [ v0 . . . vn−1 ].
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ры к системному блоку. 

Рассмотренные простейшие коды представляют со- 

бой в некотором смысле «предельные случаи» двоич- 

ного кодирования. Код с повторением может иметь 

произвольную корректирующую способность, но он 

имеет минимальную скорость. Код с одной проверкой 

на чётность обладает максимальной скоростью, но спо- 

собен только обнаруживать и только нечётное число 

ошибок. 

3. Матричный код прост, но способен в удачных 

случаях справить несколько ошибок. Он предполагает 

представление исходного сообщения в виде квадрат- 

ной таблицы и формирование двух векторов проверки 

одной проверкой на, чётность — см. рис. 3.1. 

Кодирование Декодирование 
010101100 010101100 

001100101 00100101 

101110011 101010011=- ошибка 

111011010 111011010 

001100000 001100000 

1 ошибка 

Рис. 3.1. Матричный код 

Кодирование. Все векторы далее мы будем, как 

принято в теории кодирования, считать вектор- 

строками. Обозначения: 

® сообщение — двоичный К-вектор 

= [0 ... ЧЕТ]; 

® кодовое слово — двоичный п-вектор 

и = [щ... 1].
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� ñîâîêóïíîñòü C âñåõ êîäîâûõ ñëîâ � [n, k ]-êîä,
èëè, ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì � [n, k, d ]-êîä.

Â îáùåì ñëó÷àå íå âñå âåêòîðû äëèíû k âêëþ÷àþòñÿ âî
ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîîáùåíèé S, è êîä òîãäà èìååò
ìîùíîñòü Q < 2k. Äëÿ òàêèõ êîäîâ èñïîëüçóþò îáîçíà-
÷åíèå (n, Q, d ). Ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ q-è÷-
íûõ êîäîâ � [n, k, d ]q è (n, Q, d )q.

Ïðèìåð 3.2. Èçáûòî÷íûé êîä [ 5, 2 ]-êîä:

C = {v1 = [ 00000 ], v2 = [ 10101 ], v3 = [ 01110 ], v4 = [ 11011 ]}.

Ïðè ïåðåäà÷å ïî êàíàëó ñ øóìîì êîäîâîå ñëîâî v
ïðåâðàùàåòñÿ â ïðèíÿòîå ñëîâî w òîé æå äëèíû n,

v → w = v + e,

ãäå e ∈ { 0, 1 }n � âåêòîð îøèáîê, ñîäåðæàùèé 1 â
ïîçèöèÿõ îøèáî÷íûõ (èíâåðòèðîâàííûõ) áèòîâ è 0 �
â îñòàëüíûõ.

Äåêîäèðîâàíèå ïðèíÿòîãî ñëîâà w îáû÷íî çíà÷è-

òåëüíî ñëîæíåå êîäèðîâàíèÿ, è ïðîâîäèòñÿ îíî â äâà
ýòàïà.

I ýòàï. Îïðåäåëåíèå êîäîâîãî ñëîâà c êàê áëèæàé-

øåãî â ìåòðèêå Õýììèíãà ñëîâó ê w � äåêî-
äèðîâàíèå ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ (MLD,
Maximum Likelihood Decoding, çàäà÷à NCP,
Nearest Code Problem).
Åñëè d � êîäîâîå ðàññòîÿíèå è ïðîèçîøëî íå áî-
ëåå ⌊ (d− 1)/2 ⌋ îøèáîê, òî c = v.

II ýòàï. Âîññòàíîâëåíèå èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ u ïî
íàéäåííîìó êîäîâîìó ñëîâó.
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® совокупность С’ всех кодовых слов — [7%, К]|-код, 

или, с кодовым расстоянием — [п, К, а]-код. 

В общем случае не все векторы длины К включаются во 

множество возможных сообщений 5, и код тогда имеет 

мощность О < 2*. Для таких кодов используют обозна- 

чение (п, ©, 4). Соответствующие обозначения для 4-ич- 

ных кодов — [п, К, 4] и (п, О, а). 

Пример 3.2. Избыточный код [5, 2]-код: 

С = {в = [00000], > = [10101], оз = [01110], ®4 = [11011 ]}. 

При передаче по каналу с шумом кодовое слово ® 

превращается в принятое слово 1 той же длины п, 

и ; ш=о-е, 

где её {0,1}" — вектор ошибок, содержащий 1 в 

позициях ошибочных (инвертированных) битов и 0 — 

в остальных. 

Декодирование принятого слова м) обычно значи- 

тельно сложнее кодирования, и проводится оно в два 

этапа. 

Гэтап. Определение кодового слова с как ближай- 

шего в метрике Хэмминга слову к 1 — деко- 

дирование по максимуму правдоподобия (МЫ, 

Махипиш [аКей!роо4 Песо4ше, задача МСР, 

№ еагезё Соае РтоЫеш). 
Если 4 — кодовое расстояние и произошло не бо- 

лее | (4—1)/2 | ошибок, то с =%. 

П этап. Восстановление исходного сообщения и по 

найденному кодовому слову.
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Ðàçäåëèìîå êîäèðîâàíèå äåëàåò ýòîò ýòàï òðèâè-
àëüíûì: èñõîäíîå ñîîáùåíèå ïîëó÷èòñÿ óäàëåíè-
åì èç êîäîâîãî ñëîâà ïðîâåðî÷íûõ áèò.

I-é ýòàï ìîæåò áûòü âûïîëíåí ïî òàáëèöå äåêîäè-
ðîâàíèÿ. Â íåé êîäîâûå ñëîâà îáðàçóþò ïåðâóþ ñòðîêó.
Ïîä êàæäûì êîäîâûì ñëîâîì çàäàí ïåðå÷åíü âîçìîæ-
íûõ ïðèíÿòûõ ñëîâ, êîòîðûå ìîãóò äåêîäèðîâàòüñÿ â
ýòî êîäîâîå ñëîâî, è êàæäîå òàêîå ñëîâî ïîÿâëÿåòñÿ â
òàáëèöå òîëüêî îäèí ðàç.

Òàáëèöà äåêîäèðîâàíèÿ èìååò ðàçìåð 2n−k×2k. Ýòî
ãîâîðèò î òîì, ÷òî äåêîäèðîâàíèå áëîêîâîãî [n, k ]-êî-
äà îáùåãî âèäà ÿâëÿåòñÿ êðàéíå ðåñóðñî¼ìêèì ïðîöåñ-
ñîì, è èñïîëüçîâàíèå òàêèõ êîäîâ âîçìîæíî ëèøü ïðè
íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n è k. Íà ïðàêòèêå æå çíà÷åíèÿ
n è k ìîãóò äîñòèãàòü ñîòåí òûñÿ÷ áèò.

Ïðèíÿâ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî êî-
äîâûõ ñëîâ, ìîæíî ñîêðàòèòü òðóäî¼ìêîñòü êîäèðîâà-
íèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïðèâîäÿò ê èñ-
ïîëüçîâàíèþ êîäîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà: ëèíåéíûõ, à èç
ëèíåéíûõ � öèêëè÷åñêèõ.

Ïëîòíàÿ óïàêîâêà øàðîâ â åäèíè÷íûé êóá

::::::::::
Òåîðåìà 3.3. Ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü Q = 2k äâîè÷-
íîãî êîäà äëèíû n, èñïðàâëÿþùåãî íå áîëåå r = ⌊n/2⌋
îøèáîê íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ

2n

C0
n + C1

n + . . .+ C2r
n

⩽ Q ⩽
2n

C0
n + C1

n + . . .+ Cr
n

.

Äîêàçàòåëüñòâî èçâåñòíî ÷èòàòåëþ èç êóðñà Äèñêðåò-
íîé ìàòåìàòèêè. □
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Разделимое кодирование делает этот этап триви- 

альным: исходное сообщение получится удалени- 

ем из кодового слова проверочных бит. 

[-й этап может быть выполнен по таблице декоди- 

рования. В ней кодовые слова образуют первую строку. 

Под каждым кодовым словом задан перечень возмож- 

ных принятых слов, которые могут декодироваться в 

это кодовое слово, и каждое такое слово появляется в 

таблице только один раз. 

Таблица декодирования имеет размер 2" х2^. Это 

говорит о том, что декодирование блокового [1 К |-ко- 

да общего вида является крайне ресурсоёмким процес- 

сом, и использование таких кодов возможно лишь при 

небольших значениях пи К. На практике же значения 

пи К могут достигать сотен тысяч бит. 

Приняв некоторые ограничения на множество ко- 

довых слов, можно сократить трудоёмкость кодирова- 

ния/ декодирования. Эти ограничения приводят к ис- 

пользованию кодов специального вида: линейных, а, из 

линейных — циклических. 

Плотная упаковка шаров в единичный куб 

Теорема 3.3. Максимальная мощность О = 2" двоич- 

ного кода длины п, исправляющего не более т = |[п/2] 
ошибок находится в пределах 

оп оп 

<9< | сот СХ “9 < ЕО бе 
Доказательство известно читателю из курса Дискрет- 

ной математики. О
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Ãðàíèöû äëÿ ìîùíîñòè Q íàçûâàþò: íèæíþþ �
ãðàíèöåé Ãèëüáåðòà, âåðõíþþ � ãðàíèöåé Õýììèíãà.

Âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ Q âïåðâûå áûëà ïðèâåäåíà â ðàáîòå
1947 ã. èíäèéñêîãî ìàòåìàòèêà è ñòàòèñòèêà Êàëüÿìïóäè Ðàä-
õèêðèøíà Ðàî (Calyampudi Radhakrishna Rao, 1920�2023), è ÷å-
ðåç òðè ãîäà � â ðàáîòå Ð. Õýììèíãà. Íèæíþþ ãðàíèöó óñòàíî-
âèë â 1952 ã. àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ýäãàð Ãèëüáåðò (Edgar
Nelson Gilbert, 1923�2013, íå ïóòàòü ñî çíàìåíèòûì íåìåöêèì
ìàòåìàòèêîì Äàâèäîì Ãèëüáåðòîì (David Hilbert, 1862�1943)).

Èç íåðàâåíñòâà ãðàíèöû Õýììèíãà ñëåäóåò, ÷òî ïà-
ðàìåòðû áëîêîâîãî [n, k, d ]-êîäà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíè-
åì

log2

⌊d−1
2 ⌋∑

i=0

C i
n ⩽ n− k.

Ãðàíèöà Ãèëüáåðòà óêàçûâàåò íàèìåíüøåå êîëè-
÷åñòâî øàðîâ äàííîãî îáú¼ìà, êîòîðîå ìîæíî ðàñïî-
ëîæèòü â åäèíè÷íîì êóáå, à ãðàíèöà Õåììèíãà � íàè-
áîëüøåå êîëè÷åñòâî îáëàñòåé, èìåþùèõ ýòîò îáú¼ì, íî
ïðè ýòîì íåò ãàðàíòèè, ÷òî îíè îêàæóòñÿ øàðàìè.

Â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè êîäà (áîëüøèõ
çíà÷åíèé d/n) ãðàíèöà Õýììèíãà ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî
ãðóáîé.

×òîáû ïîñòðîèòü áëîêîâûé [n, k ]-êîä, èñïðàâëÿþ-
ùèé äàííîå êîëè÷åñòâî r îøèáîê è èìåþùèé ìàêñè-
ìàëüíóþ ìîùíîñòü, íóæíî âëîæèòü â åäèíè÷íûé êóá
Bn ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî k íå ïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ øàðîâ ðàäèóñà r. Ýòî çàäà÷à ïëîòíîé óïàêîâêè:
ïðàâîå íåðàâåíñòâî, ïðèâåä¼ííîå â òåîðåìå 3.3 äîëæ-
íî îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâî è ãðàíèöà Õýììèíãà � äî-
ñòèãàòüñÿ.
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Границы для мощности © называют: нижнюю — 

границей Гильберта, верхнюю — границей Хэмминга. 

Верхняя граница для © впервые была приведена, в работе 

1947 г. индийского математика и статистика Кальямпуди Рад- 

тикришна Рао (Сауатриа1 Ва4ваКт1зВпа Вао, 1920-2023), и че- 

рез три года — в работе Р. Хэмминга. Нижнюю границу устано- 

вил в 1952 г. американский математик Эдгар Гильберт (ЕЧваг 

№50и СОПЬег, 1923—2013, не путать со знаменитым немецким 

математиком Давидом Гильбертом (Рама НИЪегф, 1862—1943). 

Из неравенства границы Хэмминга следует, что па- 

раметры блокового [п К, 4 |-кода связаны соотношени- 

ем 

Граница Гильберта указывает наименьшее коли- 

чество шаров данного объёма, которое можно распо- 

ложить в единичном кубе, а, граница Хемминга, — наи- 

большее количество областей, имеющих этот объём, но 

при этом нет гарантии, что они окажутся шарами. 

В области малых значений скорости кода (больших 

значений 4/1) граница Хэмминга является довольно 
грубой. 

Чтобы построить блоковый [п, К |-код, исправляю- 

щий данное количество г ошибок и имеющий макси- 

мальную мощность, нужно вложить в единичный куб 

ВБ" максимально возможное число К не пересекающих- 

ся шаров радиуса, г. Это задача плотной упаковки: 

правое неравенство, приведённое в теореме 3.3 долж- 

но обращаться в равенство и граница Хэмминга — до- 

стигаться.
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Ðèñ. 3.2. Ãðàíèöû Ãèëüáåðòà (ëåâàÿ) è Õýììèíãà (ïðàâàÿ) äëÿ
äâîè÷íûõ êîäîâ ïðè n≫ 1.

Ïðè êàêèõ æå n è r â êóá Bn ìîæíî óëîæèòü íå-
ïåðåñåêàþùèåñÿ øàðû ðàäèóñà r ¾ïëîòíî¿, ¾áåç çàçî-
ðîâ¿, òàê, ÷òîáû äîñòèãàëàñü ãðàíèöà Õåììèíãà?

Îêàçûâàåòñÿ, èñêëþ÷àÿ òðèâèàëüíûå êîäû, òàêîå
âîçìîæíî òîëüêî â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1) n = 2m − 1, r = 1 � êîäû Õýììèíãà; ó íèõ
k = 2m − 1−m, m = 2, 3, . . .;

2) n = 23, r = 3 � êîä Ãîëåÿ (ñì. ñ. 102),
ó íåãî k = 12 è m = 11;

3) [n, n − 1, 2 ] � êîäû ñ îäíîé ïðîâåðêîé íà ÷¼ò-
íîñòü.

Ýòè êîäû íàçûâàþò ñîâåðøåííûìè èëè ýêñòðåìàëü-
íûìè. Ðàñøèðåííûå, ò. å. äîïîëíåííûå îáùåé ïðîâåð-
êîé íà ÷¼òíîñòü, êîäû Õýììèíãà è Ãîëåÿ òàêæå ñîâåð-
øåííû.
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1/2 кода нет 

>- 
17/2 ИН 

Рис. 3.2. Границы Гильберта (левая) и Хэмминга (правая) для 
двоичных кодов при п >» 1. 

При каких же п ит в куб Б” можно уложить не- 

пересекающиеся шары радиуса т «плотно», «без зазо- 

ров», так, чтобы достигалась граница Хемминга? 

Оказывается, исключая тривиальные коды, такое 

возможно только в следующих случаях: 

1 п= 2" —1Тт=1— коды Хэмминга; у них 

к = 2" —1-т т=2,3,... 

2) п = 23, г=3 — код Голел (см. с. 102), 
у него К = 12 и т= И; 

3) [пп- 1,2] — коды с одной проверкой на чёт- 

НОСТЬ. 

Эти коды называют совершенными или экстремаль- 

ными. Расширенные, т. е. дополненные общей провер- 

кой на, чётность, коды Хэмминга и Голея также совер- 

шенны.
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Ïðèìåð 3.4. Êîä èç ïðèìåðà 3.2 íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì: äëÿ
íåãî Q = 4 ̸= 25

1+5
> 5.

Ïîêàæåì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîäà Õýììèíãà, óäîñòî-
âåðèìñÿ, ÷òî äëÿ íåãî ãðàíèöà Õýììèíãà äîñòèãàåòñÿ
è îí ñïîñîáåí èñïðàâèòü åäèíè÷íóþ îøèáó.

Âûáåðåì çíà÷åíèå m > 1 è îáðàçóåì åäèíè÷íóþ
ìàòðèöó ïîðÿäêà k = 2m−1−m. Çàòåì ïðèïèøåì ê íåé
ñïðàâà âñå áèíàðíûå íàáîðû äëèíû m, ñîäåðæàùèå íå
ìåíåå äâóõ åäèíèö; èõ áóäåò êàê ðàç k. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì òàáëèöó

k=2m−1−m



100 . . . 000 1100 . . . 000
010 . . . 000 1010 . . . 000
001 . . . 000 1001 . . . 000

. . . . . .
000 . . . 001 1111 . . . 111︸ ︷︷ ︸
k=2m−1−m

︸ ︷︷ ︸
m

èç k = 2m − 1 −m ñòðîê äëèíû n = 2m − 1. Ïðîñóì-
ìèðîâàâ ïî mod 2 âñåâîçìîæíûå ñîâîêóïíîñòè ñòðîê
òàáëèöû è äîáàâèâ íóëåâóþ ñòðîêó, ïîëó÷èì [n, k ]-êîä
Õýììèíãà. Åãî ìîùíîñòü

Q = 2k = 2 2m−m−1 =
2 2m−1

2m
=

2n

1 + n︸ ︷︷ ︸
îáú¼ì n-ìåðíîãî øàðà

ðàäèóñà 1

.

Íàéä¼ì êîäîâîå ðàññòîÿíèå ïîñòðîåííîãî êîäà.
Äëÿ ýòîãî íàäî îöåíèòü âåñ ñóìì ïî mod 2 âñåõ íåïó-
ñòûõ ñîâîêóïíîñòåé ñòðîê ïîëó÷åííîé òàáëèöû.
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Пример 3.4. Код из примера 3.2 не является совершенным: для 
5 

него 9 =47# 75 >5. 

Покажем метод построения кода Хэмминга, удосто- 

веримся, что для него граница Хэмминга достигается 

и он способен исправить единичную ошибу. 

Выберем значение т > 1 и образуем единичную 

матрицу порядка К = 2"—1—т. Затем припишем к ней 

справа, все бинарные наборы длины 77, содержащие не 

менее двух единиц; их будет как раз К. В результате 

получим таблицу 

100...000 1100...000 

010...000 1010...000 

Е=2т—1-т 001...000 1001...000 

000...001 1111...111 

кт 1т т 

из К = 2" — | — т строк длины п = 2” — 1. Просум- 

мировав по то4 2 всевозможные совокупности строк 

таблицы и добавив нулевую строку, получим [п, К |-код 

Хэмминга. Его мощность 

О = 2" = 22"т 1 = о = 7 
2т 1+ п 

объём п-мерного шара 

радиуса 1 

Найдём кодовое расстояние построенного кода. 

Для этого надо оценить вес сумм по то4 2 всех непу- 

стых совокупностей строк полученной таблицы.
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Çàìå÷àåì, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå òàáëèöû èìååòñÿ
íå ìåíåå òð¼õ åäèíèö. Åñëè æå ñëîæèòü ïî mod 2 äâå
ñòðîêè, òî â ëåâîé ÷àñòè áóäåò íàõîäèòñÿ äâå åäèíèöû,
à â ïðàâîé � õîòÿ áû îäíà. Åñëè ñëîæèòü íå ìåíåå òð¼õ
ñòðîê, òî ëåâàÿ ÷àñòü êîäîâîãî ñëîâà áóäåò ñîäåðæàòü
íå ìåíåå òð¼õ åäèíèö. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè âñåãäà íå ìåíåå 3 = d, ò. å.
îí ñïîñîáåí èñïðàâèòü îäèíî÷íóþ îøèáêó.

Êîä Õýììèíãà ñ m = 6 ïðèìåíÿåòñÿ â ïàìÿòè ECC-ïàìÿòè
(error-correcting code memory, ïàìÿòü ñ êîððåêöèåé îøèáîê) ñî-
âðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ.

Ïðèìåð 3.5. Ïîëîæèì m = 3, òîãäà n = 23 − 1 = 7,
k = 7− 3 = 4. Ñîñòàâèì òàáëèöó

1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1

Çàäàâàåìûé ýòîé òàáëèöåé [ 7, 4 ]-êîä Õýììèíãà ñîäåð-
æèò Q = 24 = 16 êîäîâûõ ñëîâ.

Ïîñòðîåííûé êîä ñîäåðæèò ïî îäíîìó ñëîâó âåñîâ
0 è 7, ïî ñåìü ñëîâ âåñîâ 3 è 4. Îí èñïðàâëÿåò 1 îøèáêó,
îáíàðóæèâàåò âñå 2-, 5-, 6-êðàòíûå îøèáêè è 80% 3- è
4-êðàòíûõ îøèáîê.

Ïåðâîé ÝÂÌ, â êîòîðîé èñïîëüçîâàëñÿ êîä Õýììèíãà, áûëà
IBM 7030, ïîñòðîåííàÿ â 1960 ã., ÷åðåç 10 ëåò ïîñëå îïóáëèêî-
âàíèÿ êîäà.
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Замечаем, что в каждой строке таблицы имеется 

не менее трёх единиц. Если же сложить по то4 2 две 

строки, то в левой части будет находится две единицы, 

а в правой — хотя бы одна. Если сложить не менее трёх 

строк, то левая часть кодового слова будет содержать 

не менее трёх единиц. Отсюда, следует, что расстояние 

между кодовыми словами всегда, не менее 3 = 4, т. е. 

он способен исправить одиночную ошибку. 

Код Хэмминга, с т = 6 применяется в памяти ЕСС-памяти 

(еггог-соттесте соде тетогу, память с коррекцией ошибок) со- 

временных компьютеров. 

Пример 3.5. Положим т = 3, тогда п = 23-1 = 7, 

К =7-—3 = 4. Составим таблицу 

о
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Задаваемый этой таблицей [7, 4 |-код Хэмминга содер- 

жит О = 2“ = 16 кодовых слов. 

Построенный код содержит по одному слову весов 

Оит, по семь слов весов Зи 4. Он исправляет 1 ошибку, 

обнаруживает все 2-, 5-, б-кратные ошибки и 80% 3- и 

4-кратных ошибок. 

Первой ЭВМ, в которой использовался код Хэмминга, была, 

ВМ 7030, построенная в 1960 г., через 10 лет после опублико- 

вания кода.
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3.2 Ëèíåéíûå êîäû

Ëèíåéíûå êîäû: îïðåäåëåíèå, ñâîéñòâà. Ïðàê-
òè÷åñêè âñÿ òåîðèÿ áëîêîâîãî êîäèðîâàíèÿ îòíîñèòñÿ
ê ëèíåéíûì êîäàì, ïîçâîëÿþùèì â ðÿäå ñëó÷àåâ ïî-
ëó÷àòü àëãîðèòìû êîäèðîâàíèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ, ïðè-
åìëåìûå ïî ýôôåêòèâíîñòè.

Îáùóþ òåîðèþ ëèíåéíûõ êîäîâ ïîñòðîèë â 1956 ã. àìåðè-
êàíñêèé ìàòåìàòèê Äàâèä Ñëåïÿí (David S. Slepian, 1923�2007).

Îïðåäåëåíèå 3.6. Áëîêîâûé [n, k ]-êîä C íàçûâàþò ëè-
íåéíûì, åñëè îí îáðàçóåò ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà W âñåõ n-ñëîâ: C ⩽ {0, 1}n = W .

Ëèíåéíûé êîä îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
1. Â ðàññìàòðèâàåìîì äâîè÷íîì ñëó÷àå ìíîæåñò-

âî êîäîâûõ ñëîâ C ëèíåéíîãî êîäà îáðàçóåò àáåëåâó
ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ¾ñóììà ïî mod 2¿ (+).
Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ +
íà ïîäïðîñòðàíñòâå C ⩽ W îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå
òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ àêñèîì. Ïîýòîìó ëèíåéíûå äâî-
è÷íûå êîäû íàçûâàþò ãðóïïîâûìè.

Ïðèìåð 3.7. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êîä èç ïðèìåðà 3.2 � ãðóï-
ïîâîé. Êîäû Õýììèíãà, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè.

Ðàçäåëèìûå ëèíåéíûå êîäû íàçûâàþò ñèñòåìàòè-
÷åñêèìè. Â íèõ ïðîâåðî÷íûå ñèìâîëû ÿâëÿþòñÿ ëè-
íåéíûìè êîìáèíàöèÿìè èíôîðìàöèîííûõ, è ïîýòîìó
ñóììèðîâàíèå ïî mod 2 äâóõ ðàçðåøåííûõ êîäîâûõ
ñëîâ äàåò òàêæå êîäîâîå ñëîâî.
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3.2 Линейные коды 

Линейные коды: определение, свойства. Прак- 

тически вся теория блокового кодирования относится 

к линейным кодам, позволяющим в ряде случаев по- 

лучать алгоритмы кодирования/декодирования, при- 

емлемые по эффективности. 

Общую теорию линейных кодов построил в 1956 г. амери- 

канский математик Давид Слепян (Рах14 5. Зерлап, 1923—2007). 

Определение 3.6. Блоковый [т К ]|-код С называют ли- 
нейным, если он образует линейное векторное под- 
пространство размерности К координатного простран- 
ства И/ всех п-слов: С < {0,1}" = И/ 

Линейный код обладает следующими свойствами. 

1. В рассматриваемом двоичном случае множест- 

во кодовых слов С линейного кода образует абелеву 

группу относительно операции «сумма по шоа2» (+). 
Действительно, легко удостовериться, что операция - 

на подпространстве С’ < И’ обеспечивает выполнение 

теоретико-групповых аксиом. Поэтому линейные дво- 

ичные коды называют групповыми. 

Пример 3.7. Нетрудно убедиться, что код из примера 3.2 — груп- 

повой. Коды Хэмминга, очевидно, являются линейными. 

Разделимые линейные коды называют системати- 

ческими. В них проверочные символы являются ли- 

нейными комбинациями информационных, и поэтому 

суммирование по то@2 двух разрешенных кодовых 

слов дает также кодовое слово.
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2. Êîäîâîå ðàññòîÿíèå d ëèíåéíîãî êîäà C åñòü
÷èñëî åäèíèö â íåíóëåâîì êîäîâîì ñëîâå ìèíèìàëüíî-
ãî âåñà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ x,y ∈ C, x ̸= y, ïîëîæèì
z = x+y ̸= 0. Ïîñêîëüêó C � ãðóïïà, òî z ∈ C. Òîãäà

d(C) = min{ρ(x,y)} = min{wt(x+y)} = min{wt(z)}.

Ïðèìåð 3.8. Â ïðèìåðå 3.2 âåñ íåíóëåâûõ íàáîðîâ c2 è c3 ìèíè-
ìàëåí è ðàâåí 3, òàêèì îáðàçîì d(C) = 3.

Èç äàííîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ ãðóïïîâîãî êîäà íóæíî ïåðåáðàòü
òîëüêî 2k−1 êîäîâûõ ñëîâ (îäíàêî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
ñëîæíîñòü ïðîöåññà ñîõðàíÿåòñÿ).

Äëÿ ðàçäåëèìûõ ëèíåéíûõ [n, k, d ]-êîäîâ ëåãêî
ïîëó÷èòü îöåíêó Ñèíãëòîíà1): d ⩽ n − k + 1. Äåé-
ñòâèòåëüíî, êîäîâîå ñëîâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîáùå-
íèþ âåñà 1, ñîäåðæèò íå áîëåå n−k+1 åäèíèö: îäíó â
èíôîðìàöèîííûõ ðàçðÿäàõ è ìàêñèìàëüíî � âî âñåõ
n − k ïðîâåðî÷íûõ; îòñþäà d ⩽ n − k + 1 (âîçìîæ-
íîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî êîäà
ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó âèäó ïîêàçàíà íèæå).

Ãðàíèöà Ñèíãëòîíà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ èñïðàâëå-
íèÿ r îøèáîê êîä äîëæåí èìåòü íå ìåíåå 2r ïðîâåðî÷-
íûõ ñèìâîëîâ.

Ê ñîæàëåíèþ, íå ñóùåñòâóåò äâîè÷íûõ íåòðèâè-
àëüíûõ ñèñòåìàòè÷åñêèõ êîäîâ, äëÿ êîòîðûõ ãðàíèöà
Ñèíãëòîíà (ðàâåíñòâî â ïðèâåä¼ííîì íåðàâåíñòâå) äî-
ñòèãàåòñÿ. Âûâîä: ÷èñëî ïðîâåðî÷íûõ ñèìâîëîâ ïðàê-

1) Ðèõàðä Ñèíãëòîí (Richard Collom Singleton, 1928�2007), àìåðèêàí-
ñêèé ìàòåìàòèê.
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2. Кодовое расстояние 4 линейного кода С’ есть 
число единиц в ненулевом кодовом слове минимально- 
го веса. Действительно, для 2, у Е С, х = 9, положим 

2 = ж-+у * 0. Поскольку С'— группа, то 2 Е С. Тогда 

(С) = шщ{р(ж, у) } = шщ{и(ж-у)} = шш{иК2)}. 

Пример 3.8. В примере 3.2 вес ненулевых наборов с> и сз мини- 

мален и равен 3, таким образом 4(С) = 3. 

Из данного свойства следует, что для вычисления 

кодового расстояния группового кода нужно перебрать 

только 2 — 1 кодовых слов (однако экспоненциальная 

сложность процесса, сохраняется). 

Для разделимых линейных |[п, К, а|-кодов легко 
получить оценку Синглтона): 4 < п - +1. Дей- 

ствительно, кодовое слово, соответствующее сообще- 

нию веса, 1, содержит не более п, — А 1 единиц: одну в 

информационных разрядах и максимально — во всех 

п — К проверочных; отсюда 4 < п — +1 (возмож- 

ность преобразования произвольного линейного кода 

к систематическому виду показана, ниже). 

Граница Синглтона показывает, что для исправле- 

ния Г ошибок код должен иметь не менее 27" провероч- 

НЫХ СИМВОЛОВ. 

К сожалению, не существует двоичных нетриви- 

альных систематических кодов, для которых граница 

Синглтона (равенство в приведённом неравенстве) до- 

стигается. Вывод: число проверочных символов прак- 

О Рихард Синглтон (ВасБага СоШош Уте]ефоп, 1928-2007), американ- 

ский математик.
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òè÷åñêèõ äâîè÷íûõ ëèíåéíûõ êîäîâ íàìíîãî ïðåâû-
øàåò ãðàíèöó Ñèíãëòîíà.

Ðèñ. 3.3. Ãðàíèöà Ñèíãëòîíà (ïóíêòèð) äëÿ äâîè÷íûõ êîäîâ
ïðè n≫ 1.

3. Ñóùåñòâóåò áàçèñ { g0, g1, . . . , gk−1 } ëèíåéíî-
ãî êîäà C êàê ïîäïðîñòðàíñòâà W , ñîñòîÿùèé èç âåê-
òîðîâ gi ∈ {0, 1}n, i = 0, . . . , k − 1. Ïîýòîìó ëþáîå
êîäîâîå ñëîâî v ∈ C ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

v =
k−1∑
i=0

ui gi, ui ∈ {0, 1}.

Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà. Ñîñòàâèì ìàòðèöó èç
âåêòîðîâ íåêîòîðîãî áàçèñà ëèíåéíîãî êîäà C:

Gk×n =


g0

g1

. . .
gk−1

.
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тических двоичных линейных кодов намного превы- 

шает границу Синглтона. 

1/2 

- 4 
172 га 

Рис. 3.3. Граница Синглтона (пунктир) для двоичных кодов 

при п 3» 1. 

3. Существует базис { 90, 91, ..., дк } линейно- 
го кода С’ как подпространства И’, состоящий из век- 
торов 9; Е {0,1}", 1 =0,..., Е — 1. Поэтому любое 
кодовое слово ® Е Сможет быть представлено в виде 

линейной комбинации базисных векторов: 

1 
и = У_ и; 9: ЩЕ {0,1}. 

5—0 

Порождающая матрица. Составим матрицу из 

векторов некоторого базиса линейного кода С: 

Эо 

Скип — 91 

9-1
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Å¼ íàçûâàþò ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé (generator
matrix) äàííîãî ëèíåéíîãî êîäà. Îíà îñóùåñòâëÿåò
êîäèðîâàíèå, ìàòåìàòè÷åñêè îïèñûâàåìîå âëîæåíèåì
G : S ↪→ {0, 1}n ìíîæåñòâà ñîîáùåíèé S â W :

v = uG ⊂ Bn = W. (3.1)

Ïðèìåð 3.9. Ëèíåéíûé êîä èç ïðèìåðà 3.2 ïîðîæäàåòñÿ ìàòðè-
öåé

G =

[
0 1 1 1 0
1 0 1 0 1

]
Èç (3.1) ñëåäóåò, ÷òî êîäèðîâàíèå ëèíåéíîãî [n, k ]-êîäà ìî-

æåò áûòü îñóùåñòâëåíî çà âðåìÿ O(n2).

Î÷åâèäíî ïåðåñòàíîâêà ñòðîê ïîðîæäàþùåé ìàò-
ðèöû è ñëîæåíèå ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåêîòî-
ðûõ ñòðîê ñ ïðîèçâîëüíîé ñòðîêîé íå èçìåíÿþò ïîä-
ïðîñòðàíñòâà êîäîâûõ ñëîâ

C =
{
v = uG | u ∈ Bk

}
.

Ýòè îïåðàöèè íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûìè, è îíè ñîîò-
âåòñòâóþò ïåðåõîäó ê íîâîìó áàçèñó äàííîãî êîäà.

Ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó, çàäàþùóþ ëèíåéíûé
[n, k ]-êîä ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñòîëáöîâ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

Gk×n = [ Ik Pk×m ] ,

ãäå Ik � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k. Òàêóþ ôîð-
ìó ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû íàçûâàþò êàíîíè÷åñêîé
èëè ïðèâåä¼ííî-ñòóïåí÷àòîé. Ïðè êîäèðîâàíèè òàêîé
ìàòðèöåé âñ¼ k-áèòíîå ñîîáùåíèå ñîñòàâèò íà÷àëî êî-
äîâîãî ñëîâà, îáåñïå÷èâàÿ ðàçäåëèìîå êîäèðîâàíèå.

Åñëè ê ýëåìåíòàðíûì îïåðàöèÿì äîáàâèòü âîçìîæ-
íîñòü ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ G, òî ýòî, êîíå÷íî, èçìå-
íèò ïîðîæäàåìûé êîä. Îäíàêî íîâîå ïîäïðîñòðàíñòâî
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Её называют порожждающей матрицей (депетаот 

тай) данного линейного кода. Она осуществляет 

кодирование, математически описываемое вложением 

С: 5 <-> {0,1} множества сообщений 5 в И!: 

о = ис В" = И. (3.1) 

Пример 3.9. Линейный код из примера 3.2 порождается матри- 

цей 
а— 01110 

011 

Из (3.1) следует, что кодирование линейного [п К |-кода, мо- 
жет быть осуществлено за время О(п?). 

Очевидно перестановка строк порождающей мал- 

рицы и сложение любой линейной комбинации некото- 

рых строк с произвольной строкой не изменяют под- 

пространства кодовых слов 

С = {в=иС|чЕВ"}. 

Эти операции называют элементарными, и они соот- 

ветствуют переходу к новому базису данного кода. 

Порождающую матрицу, задающую линейный 

[п, К |-код с помощью элементарных преобразований 

столбцов можно преобразовать к виду 

Сьхп = [1% Вужт |, 

где [. — единичная матрица, порядка К. Такую фор- 

му порождающей матрицы называют канонической 

или приведённо-стутенчатой. При кодировании такой 

матрицей всё К-битное сообщение составит начало ко- 

дового слова, обеспечивая разделимое кодирование. 

Если к элементарным операциям добавить возмож- 

ность перестановки столбцов С, то это, конечно, изме- 

нит порождаемый код. Однако новое подпространство
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êîäîâûõ ñëîâ áóäåò îáëàäàòü òåìè æå ìåòðè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè, ÷òî è èñõîäíîå, ïîñêîëüêó âñå ïîïàðíûå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó åãî âåêòîðàìè îñòàíóòñÿ ïðåæíè-
ìè.

Êîäû, ïîëó÷åííûå ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîñëåäíåãî
âèäà, íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè. Ôîðìàëüíî, äâà ëè-
íåéíûõ [n, k ]-êîäà ñ ïîðîæäàþùèìè ìàòðèöàìè G
è G1 ýêâèâàëåíòíû, åñëè íàéä¼òñÿ òàêàÿ êâàäðàòíàÿ
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà k, ÷òî G1 = AG.

ßñíî òàêæå, ÷òî ëèíåéíûé êîä ìîæíî ïðåîáðàçî-
âàòü â ýêâèâàëåíòíûé åìó ñèñòåìàòè÷åñêèé íå òîëüêî
ñ èñõîäíûì ñîîáùåíèåì â ïåðâûõ áèòàõ, íî è ñ ïðîèç-
âîëüíî çàäàííûìè ïîçèöèÿìè èíôîðìàöèîííûõ áèò.

Ïðèìåð 3.10. Â ïðèìåðå 3.5 áûëà ïîëó÷åíà òàáëèöà,
ñëîæåíèåì ðàçëè÷íûõ ñîâîêóïíîñòåé ñòðîê êîòîðîé
ïîëó÷àþòñÿ âñå êîäîâûå ñëîâà êîäà Õýììèíãà. Îíà è
ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé êàíîíè÷åñêîé (4×7)-ìàòðèöåé
äàííîãî [ 7, 4, 3 ]-êîäà.

Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê êîäó. Ïðîâåðî÷-
íàÿ ìàòðèöà. Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà W , îðòîãî-
íàëüíûå âñåì êîäîâûì ñëîâàì ëèíåéíîãî [n, k ]-êîäà C
îáðàçóþò îðòîãîíàëüíîå ëèíåéíîå (íóëåâîå) ïîäïðîñ-
òðàíñòâî C⊥ ïðîñòðàíñòâà W :

∀
C
v ∀

C⊥
w : v ×wT = 0.

Ýëåìåíòû C⊥ íàçûâàþò äâîéñòâåííûì ê C êîäîì.
Âñåãäà áóäåì èìåòü dimC = k è dimC⊥ = n− k = m.

Õîòÿ è C, è C⊥ � ïîäïðîñòðàíñòâà W , íî â îáùåì ñëó÷àå
W íå åñòü èõ ïðÿìàÿ ñóììà: ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç W ìîæåò
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кодовых слов будет обладать теми же метрическими 

свойствами, что и исходное, поскольку все попарные 

расстояния между его векторами останутся прежни- 

МИ. 

Коды, полученные преобразованиями последнего 

вида, называют эквивалентииями. Формально, два, ли- 

нейных [п, К]-кода с порождающими матрицами (С 

и С! эквивалентны, если найдётся такая квадратная 

невырожденная матрица А порядка К, что 1 = АС. 

Ясно также, что линейный код можно преобразо- 

вать в эквивалентный ему систематический не только 

с исходным сообщением в первых битах, но и с произ- 

вольно заданными позициями информационных бит. 

Пример 3.10. В примере 3.5 была получена таблица, 

сложением различных совокупностей строк которой 

получаются все кодовые слова кода Хэмминга. Она и 

является порождающей канонической (4х 7)-матрицей 

данного [7, 4, 3 |-кода. 

Ортогональное дополнение к коду. Провероч- 

ная матрица. Элементы пространства И’, ортого- 

нальные всем кодовым словам линейного | п, К |-кода С 
образуют ортогональное линейное (нулевое) подпрос- 

транство С" пространства И': 

Ув Уш: ихш! = 0. 
с с 

Элементы СТ называют двойственным к С кодом. 

Всегда будем иметь 4па С' = Ки ат С“ =п-А=т. 

Хотя и С, и С" — подпространства И’, но в общем случае 

И? не есть их прямая сумма: произвольный вектор из И’ может
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ëèáî íå ðàçëàãàòüñÿ, ëèáî ðàçëàãàòüñÿ íåîäíîçíà÷íî â ñóììó
âåêòîðîâ èç C è C⊥.

Ïðèìåð 3.11. Ðàññìîòðèì â B3 ïîäïðîñòðàíñòâà

C C⊥

[ 000 ] [ 000 ]
[ 110 ] [ 110 ]

[ 001 ]
[ 111 ]

ðàçìåðíîñòè 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà âåêòîð [ 110 ] ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå ñóììû âåêòîðîâ èç C è C⊥ íåîäíîçíà÷íî, à âåêòîð
[ 100 ] âîîáùå íå èìååò òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïðè÷èíîé ýòèõ ¾ñòàðàííîñòåé¿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èç îðòî-
ãîíàëüíîñòè ñèñòåìû âåêòîðîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì íå ñëåäóåò
èõ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè, êàê ýòî èìååò ìåñòî â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü {h0, . . . , hm−1 } � íåêîòîðûé áàçèñ C⊥. Òî-
ãäà ìàòðèöà

Hm×n =


h0

h1

...
hm−1


íàçûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé (parity-check
matrix) êîäà C. Îíà îñóùåñòâëÿåò ñþðúåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå H : W → {0, 1}n−k = C⊥.

ßñíî, ÷òî ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà H, êàê è ïîðîæ-
äàþùàÿ G, îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê � áàçèñíûõ âåêòîðîâ C⊥.

Îáúåäèíÿÿ ñêàçàííîå ðàíåå, óòâåðæäàåì, ÷òî èìå-
åòñÿ êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-
íûõ ïðîñòðàíñòâ è ãîìîìîðôèçìîâ
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либо не разлагаться, либо разлагаться неоднозначно в сумму 

векторов из Си С-. 

Пример 3.11. Рассмотрим в В3 подпространства 

с с! 
[000] [000] 
[110] [110] 

[001] 
[111] 

размерности 1 и 2 соответственно. Тогда вектор [ 110 | представ- 

ляется в виде суммы векторов из С'и С" неоднозначно, а, вектор 
[100] вообще не имеет такого представления. 

Причиной этих «старанностей» является то, что из орто- 

гональности системы векторов над конечным полем не следует 

их линейной независимости, как это имеет место в евклидовом 

пространстве. 

Пусть { №, ..., Ат } — некоторый базис С“. То- 

гда матрица гы 1 

Ри 
Нтхп — 

[тт 

называется проверочной матрицей (ратйу-свеск 

тай) кода С. Она осуществляет сюръективное 

отображение Н : И - {0,1}"_^ = С“. 

Ясно, что проверочная матрица Н, как и порож- 

дающая С, определена, с точностью до элементарных 

преобразований строк — базисных векторов С“. 

Объединяя сказанное ранее, утверждаем, что име- 

ется короткая точная последовательность вектор- 

ных пространств и гомоморфизмов
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0 → {0, 1}k G−→ {0, 1}n H−→ {0, 1}n−k → 0.

Çäåñü è íà ðèñ. 3.4 ñèìâîëû ìàòðèö îáîçíà÷àþò ñîîò-
âåòñòâóþùèå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâ:
G � ìîíîìîðôèçì, H � ýïèìîðôèçì è ÿäðî H ñîâïà-
äàåò ñ îáðàçîì C ïðåîáðàçîâàíèÿ G �

ImG = C = KerH.

Ðèñ. 3.4. Ïðåîáðàçîâàíèÿ: G � ñîîáùåíèé â ëèíåéíûé
êîä C è H � ïðèíÿòûõ ñëîâ â C⊥.

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ âñåõ u ∈ S ñïðàâåäëèâî

uG = v ∈ C ⩽ W è vHT = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî GHT = O � íóëåâàÿ ìàòðèöà.

Ïðèìåð 3.12. Äëÿ ïðèìåðà 3.11:

GHT = [ 1 1 0 ]×

1 0
1 0
0 1

 = [ 0 0 ] = O.

Åñëè ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà G ëèíåéíî-
ãî [n, k ]-êîäà èìååò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó

3.2. Линейные коды 97 

0- {0,1\^ ©, 10,1” И 10,1" 0. 

Здесь и на рис. 3.4 символы матриц обозначают соот- 

ветствующие линейные преобразования пространств: 

С — мономорфизм, Н — эпиморфизм и ядро Н совпа- 

дает с образом С' преобразования (С — 

ша = С =КеН. 

ВК Вт 
Ви 

Рис. 3.4. Преобразования: (7 — сообщений в линейный 

код Си Н — принятых слов в С“. 

Иными словами, для всех и Е © справедливо 

и = ФЕС<Х И” и %Н' = 0. 

Это означает, что (НТ = О — нулевая матрица. 

Пример 3.12. Для примера 3.11: 

10 

@НТ = [110] х |10| = [00] =О0. 
01 

Если порождающая матрица С —линейно- 

го [п,К]|-кода имеет  каноническую форму
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Gk×n = [ Ik Pk×m ], òî åãî ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé
áóäåò

Hm×n =
[
P T
m×k Im

]
,

ãäå Im � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà m.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

GHT = [ I P ]×
[
P
I

]
= P + P = O.

Åñëè ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå òàêîâî, ÷òî ñî-
îáùåíèå ïîïàäàåò â ïîñëåäíèå áèòû êîäîâîãî ñëîâà, òî
ïîðîæäàþùàÿ è ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöû èìåþò âèä

G = [ P I ], H =
[
I P T

]
.

Î÷åíü âàæíîå çàìå÷àíèå: äëÿ êîäîâ â ïîëå õà-
ðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2, î÷åâèäíî,

H =
[
−P T I

]
(!)

Íî ìû ðàññìàòðèâàåìîì äâîè÷íûå êîäû, ãäå −P = P .

Ïðèìåð 3.13. Äëÿ ïîñòðîåííîé â ïðèìåðå 3.5 ïîðîæäà-
þùåé ìàòðèöû G4×7 ïðîâåðî÷íîé áóäåò

H3×7 =

1 1 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1

.
Ìû âèäèì, ÷òî ñòîëáöàìè ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû

êîäà Õýììèíãà ÿâëÿþòñÿ âñå íåíóëåâûå âåêòîðû äëè-

íû m = 3.
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С'хи = [1 Р,хт |, то его проверочной матрицей 

будет 

Нтхп = ГР кк [и |, 

где [м — единичная матрицы порядка, т. 

Действительно, в этом случае 

Р 
вит = [ЕР х |1 | РР О 

Если систематическое кодирование таково, что со- 

общение попадает в последние биты кодового слова, то 

порождающая и проверочная матрицы имеют вид 

а=[РГ| Н=[1Р!]. 

Очень важное замечание: для кодов в поле ха- 

рактеристики отличной от 2, очевидно, 

Н=|[ -Р Г] (1) 
Но мы рассматриваемом двоичные коды, где —Р = Р. 

Пример 3.13. Для построенной в примере 3.5 порожда- 

ющей матрицы С4хт проверочной будет 

Нзхт = 

© 
н+
 

©
 

[
ы
-
 

о
 

о
н
 

2
 

® 
—
 

о
 

=
 

©
 

о
о
 

Мы видим, что столбцами проверочной матрицы 

кода Хэмминга являются все ненулевые векторы дли- 

ны Т = 3.
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Ïðèìåð 3.14. Ïî ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöå H äâîè÷íîãî
ëèíåéíîãî êîäà C

H =


1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1
1 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0


ïîñòðîèòü ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó G è íàéòè d(C).

Ðåøåíèå. Ïåðåñòàâèâ ñòðîêè ìàòðèöû H, ïîëó÷à-
åì äðóãóþ ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó H ′ ýòîãî æå êîäà C

H =


1 1 0 1 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1


Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà H ′ èìååò âèä

H ′ = [P I4 ] , P =


1 1 0
1 1 0
1 0 1
1 0 1

 ,

ïîýòîìó ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà G èìååò âèä

G =
[
I3 P

T
]
,

ò. å.

G =

 1 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 1

 .

Íåïîñðåäñòâåííûì ðàññìîòðåíèåì ìîæíî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî â ìàòðèöå H âñå ñòîëáöû íåíóëåâûå è ðàçëè÷-
íûå. Â òî æå âðåìÿ 3 ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëáöà â H
åñòü (íàïðèìåð, ïåðâûå òðè). Ïîýòîìó d(C) = 3.

Ýòîò æå ôàêò ìîæíî ïîëó÷èòü è ðàññìîòðåíèåì
âåñîâ âñåõ íåíóëåâûõ íàáîðîâ êîäà C.
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Пример 3.14. По проверочной матрице Н двоичного 

линейного кода (С! 

Н = 

ы
ы
 

ыы
 

м
 

©
 

—
 

© 
—
 

о
н
о
 

о
 

© 
©
 

—
 

о
о
 

н
о
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о
о
 

—
 

©
 

построить порождающую матрицу С' и найти 4(С). 

Решение. Переставив строки матрицы Н, получа- 

ем другую проверочную матрицу Н’ этого же кода С 

1101000 

1100100 

И = тотоото 
101000 1 

Проверочная матрица Н’ имеет вид 

110 

,_ _ |110 
Н =|РЫ]|, Р= тот 

101 

поэтому порождающая матрица С’ имеет вид 

а=[ВР'], 

т. 6. Гооттт 1 
а=10101то00 

0010011 
Непосредственным рассмотрением можно убедить- 

ся, что в матрице Н все столбцы ненулевые и различ- 

ные. В то же время 3 линейно зависимых столбца в Н 

есть (например, первые три). Поэтому 4(С) = 3. 
Этот же факт можно получить и рассмотрением 

весов всех ненулевых наборов кода С.
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Èòàê, ëèíåéíûé [n, k ]-êîä çàäà¼òñÿ ëèáî ïîðîæäàþùåé
ìàòðèöåé Gk×n, ëèáî ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé Hm×n. Ýòè ìàòðè-
öû îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñòðîê, ÷òî îòâå÷àåò âûáîðó ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâàõ
C è C⊥. Îäíàêî ôèêñèðîâàíèå ïîçèöèé èíôîðìàöèîííûõ áèò
ïðè ñèñòåìàòè÷åñêîì êîäèðîâàíèè çàäà¼ò G è H îäíîçíà÷íî.

Åñëè ñòîëáöû åäèíè÷íîé ìàòðèöû I ïðîèçâîëüíî ðàñïîëî-
æåíû â ïîðîæäàþùåé ìàòðèöå G, òî ëåãêî óêàçàòü ñîîòâåòñòâó-
þùåå ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû H, àíàëîãè÷íîå âûøåïðè-
âåä¼ííîìó.

Ïðèìåð 3.15. Ïóñòü ëèíåéíûé [ 6, 3 ]-êîä C çàäàí ïîðîæäàþùåé
ìàòðèöåé

G3×6 =

 0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 1 1
1 1 0 1 0 1

.
Òðåáóåòñÿ:

1. Êîäîì C îñóùåñòâèòü íåñèñòåìàòè÷åñêîå è ñèñòåìàòè÷å-
ñêîå êîäèðîâàíèå âåêòîðîâ

u1 = [ 0 1 1 ] è u2 = [ 1 0 1 ].

2. Ïîñòðîèòü ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó H ′ äëÿ ñèñòåìàòè÷åñ-
êîãî êîäèðîâàíèÿ.

3. Îïðåäåëèòü êîäîâîå ðàññòîÿíèå d êîäà C.

Ðåøåíèå. 1. Íåñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå íàõîäèì íå-
ïîñðåäñòâåííî:

v1 = u1G = [ 1 1 0 0 1 0 ],

v2 = u2G = [ 1 0 1 0 1 1 ].

Äëÿ ñèñòåìàòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ âûäåëèì â ìàòðèöå G ñ
ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åäèíè÷íóþ ïîäìàòðè-
öó ïîðÿäêà 3 (íàä ñòðåëêîé óêàçàíî ïðîâîäèìîå ïðåîáðàçîâàíèå
ñòðîê):
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Итак, линейный |[п, К]-код задаётся либо порождающей 

матрицей Сь»„„, либо проверочной матрицей Нихь. Эти матри- 

цы определены с точностью до элементарных преобразований 

строк, что отвечает выбору различных базисов в пространствах 

С и С*. Однако фиксирование позиций информационных бит 

при систематическом кодировании задаёт С и Н однозначно. 

Если столбцы единичной матрицы / произвольно располо- 

жены в порождающей матрице (С, то легко указать соответству- 

ющее правило построения матрицы Н, аналогичное вышенпри- 

ведённому. 

Пример 3.15. Пусть линейный [6, 3 |-код С задан порождающей 

матрицей 

[
н
о
 01111 

зб = 100011 

11010 

Требуется: 

1. Кодом С осуществить несистематическое и систематиче- 

ское кодирование векторов 

1 = [011] и > = [101]. 

2. Построить проверочную матрицу Н’ для систематичес- 

кого кодирования. 

3. Определить кодовое расстояние 4 кода (С. 

Решение. 1. Несистематическое кодирование находим не- 

посредственно: 

я = ща = [110010], 

05 = и›@ = [101011]. 

Для систематического кодирования выделим в матрице С с 
помощью элементарных преобразований единичную подматри- 
пу порядка 3 (над стрелкой указано проводимое преобразование 
строк):



3.2. Ëèíåéíûå êîäû 101

 0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 1 1
1 1 0 1 0 1

 (1)+(2) 7→ (1)−−−−−−−−→

 0 1 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1
1 1 0 1 0 1

 = G ′.

Â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå â ñòîëáöàõ 3, 5 è 1 ñòîèò åäèíè÷-
íàÿ ïîäìàòðèöà. Ýòî ïðèâåä¼ò ê òîìó, ÷òî 3 áèòà ñîîáùåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåéäóò â 3, 5 è 1-é áèòû êîäîâîãî ñëîâà.

Íàéä¼ì ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå ñîîáùåíèé u1,u2:

v ′1 = u1G
′ = [ 1 1 0 0 1 0 ],

v ′2 = u2G
′ = [ 1 0 1 1 0 0 ].

2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H ′ ñíà÷àëà
ñôîðìèðóåì ìàòðèöó P3×3 èç ñòîëáöîâ G ′, îòëè÷íûõ îò ñòîëá-
öîâ åäèíè÷íîé ïîäìàòðèöû �

P3×3 =

1 0 1
0 1 1
1 1 1

 .

è íàéä¼ì

P T =

1 0 1
0 1 1
1 1 1


(ñëó÷àéíî ïîëó÷èëîñü P T = P ).

Äàëåå íóæíî

1) ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçìåñòèòü ñòîëáöû P T ñîîòâåòñòâåííî
â 3, 5 è 1-ì ñòîëáöàõ H ′;

2) îñòàëüíûå 2, 4 è 6-é ñòîëáöû H ′ äîëæíû îáðàçîâûâàòü
åäèíè÷íóþ ïîäìàòðèöó.

Â èòîãå ïîëó÷èì ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó

H ′
3×6 =

1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0
1 0 1 0 1 1

 .
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В полученной матрице в столбцах 3, 5 и 1 стоит единич- 

ная подматрица. Это приведёт к тому, что 3 бита сообщения 

последовательно перейдут в 3, 5 и 1-й биты кодового слова. 

Найдём систематическое кодирование сообщений 1, м2: 

оп = щ С” = [110010], 

0 = и2С" = [101100]. 

2. Для построения проверочной матрицы Н’ сначала 

сформируем матрицу Рзхз из столбцов С’, отличных от столб- 

пов единичной подматрицы — 

1 1 

Рзхз — 0 1 1 

|1 1 1 

и найдём 

пот] 
РТ = |011 

|1 1 1 

(случайно получилось РТ =Р). 

Далее нужно 

1) последовательно разместить столбцы РТ соответственно 

в 3, би 1-м столбцах Н’; 

2) остальные 2, 4 и 6-й столбцы Н’ должны образовывать 

единичную подматрицу. 

В итоге получим проверочную матрицу 

111 
НИ в= 00 

101 о
 

=
 

©
 

[
н
о
 

о
о
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3. Íàéäåì êîäîâîå ðàññòîÿíèå d. Äëÿ ýòîãî çàêîäèðóåì
âñå íåíóëåâûå ñîîáùåíèÿ u1, . . ., u7 è íàéäåì ìèíèìàëüíûé
õýììèíãîâ âåñ ïîëó÷åííûõ êîäîâûõ êîäîâûõ ñëîâ: v1

. . .
v7

 =

 u1

. . .
u7

×G ′ =

=



0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1


×G ′ =



1 1 0 1 0 1
0 0 0 1 1 1
1 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1
1 0 1 1 0 0
0 1 1 1 1 0
1 0 1 0 1 1


.

Â èòîãå îïðåäåëèì, ÷òî d(C) = 3.

Êîä Ãîëåÿ. Ì.Ãîëåé2) â 1949 ã. îáíàðóæèë, ÷òî

C0
23 + C1

23 + C2
23 + C3

23︸ ︷︷ ︸
îáú¼ì øàðà ðàäèóñà 3 â åäèíè÷íîì êóáå B23

= 211.

Ýòî ïîçâîëèëî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííûé
[ 23, 12, 7 ]-êîä èñïðàâëÿþùèé äî 3-õ îøèáîê, êîòîðûé è áûë Ãî-
ëååì óêàçàí. Êîä îêàçàëñÿ ëèíåéíûì, è áîëåå òîãî � öèêëè÷åñ-
êèì (ñì. äàëåå).

Äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå ¾2n/ (C0
n + . . .+ Cr

n) � öåëîå, 0 < r <
n¿ âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ êîäîâ Õýììèíãà, Ãîëåÿ è òðèâèàëü-
íûõ.

3.3 Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

Ñïèñî÷íîå äåêîäèðîâàíèå. Äåêîäèðîâàíèå ëèíåé-
íûõ êîäîâ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé

2)Ìàðñåëü Ãîëåé (Marcel J. E. Golay, 1902�1989) � øâåéöàðñêèé è àìå-
ðèêàíñêèé ìàòåìàòèê, ôèçèê è èíôîðìàöèîííûé òåîðåòèê.
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3. Найдем кодовое расстояние 4. Для этого закодируем 

все ненулевые сообщения м1, ..., ит и найдем минимальный 

хэммингов вес полученных кодовых кодовых слов: 

91 ИРА 

= |... ХС’ = 

97 147 

оот птотоп 
010 000111 
011 11о0ото 

= 1001 хс'’= 011001 
101 ото 
110 011110 
111 101011 

В итоге определим, что 4(С) = 3. 

Код Голея. М. Голей? в 1949 г. обнаружил, что 

0%; + СЗ; + СЪ + С = 2. 

объём шара радиуса 3 в единичном кубе В?3 

Это позволило предположить, что существует совершенный 
[23, 12, 7]|-код исправляющий до 3-х ошибок, который и был Го- 

леем указан. Код оказался линейным, и более того — цикличес- 
ким (см. далее). 

Доказано, что условие «2"/ (С9+...+ С") — целое, 0 < г < 
п» выполняется только для кодов Хэмминга, Голея и тривиаль- 
НЫХ. 

3.3 Декодирование линейных кодов 

Списочное декодирование. — Декодирование линей- 
ных кодов по максимуму правдоподобия является МР-полной 

2) Марсель Голей (Магсе] 1. Е. Созу, 1902-1989) — швейцарский и аме- 

риканский математик, физик и информационный теоретик.
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çàäà÷åé. Ïîýòîìó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ èõ äåêîäèðîâàíèÿ
ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû.

Îäíèì èç ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ïðèåìîâ ÿâëÿåòñÿ ñïèñî÷íîå
äåêîäèðîâàíèå, êîòîðîå ñîñòîèò â ïîèñêå êîäîâûõ ñëîâ áëèæàé-
øèõ â íåêîòîðîì ñìûñëå ê ïðèíÿòîìó ñëîâó. Äàëåå èç ïîëó÷åí-
íîãî ñïèñêà ìîæåò áûòü âûáðàíî íàèáîëåå âåðîÿòíîå êîäîâîå
ñëîâî èëè êîäîâîå ñëîâî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåêîòîðûì äîïîëíè-
òåëüíûì ïðîâåðî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå íå áûëè ó÷òåíû
ïðè ïîñòðîåíèè ýòîãî ñïèñêà. Ñëîæíîñòü òàêîãî ïîäõîäà îïðå-
äåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì ðàçìåðîì ñïèñêà.

Èçâåñòíû áîëåå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû äåêîäèðîâàíèÿ ëè-
íåéíûõ êîäîâ, îñíîâàííûå íà âû÷èñëåíèè èñïðàâëÿþùåãî âåê-
òîðà, êîòîðûé ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèíäðîìîì3).

Ñèíäðîì îøèáêè. Öåëü I-ãî, íàèáîëåå ñëîæíîãî ýòà-
ïà äåêîäèðîâàíèÿ � óçíàòü, êàêîå êîäîâîå ñëîâî ïåðåäàâàëîñü.
Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ ëåã÷å ñíà÷àëà îïðåäåëèòü, êàêîâ âåêòîð e
îøèáîê, ïðîèçîøåäøèõ â êàíàëå.

Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè H � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà ëè-
íåéíîãî êîäà, à v � êîäîâîå ñëîâî, òî

vHT = HvT = 0. (3.2)

Åñëè æå ïðè ïåðåäà÷å ïðîèçîøëè îøèáêè, áóäåò ïðèíÿòî ñëîâî
w = v + e, è òîãäà

wHT = vHT + eHT = 0+ eHT def
= s. (3.3)

Îïðåäåëåíèå 3.16. Ñèíäðîì ñëîâà w, ïðèíÿòîãî ïðè ïåðåäà÷å ñî-
îáùåíèÿ, çàêîäèðîâàííîãî ëèíåéíûì êîäîì ñ ïðîâåðî÷íîé ìàò-
ðèöåé H è, âîçìîæíî, ñîäåðæàùåãî îøèáêè, íàçûâàþò âåêòîð
s = wHT .

ßñíî, ÷òî åñëè s = 0, òî w � êîäîâîå ñëîâî, è â ýòîì ñëó÷àå
ñ÷èòàåì, ÷òî îøèáîê íå ïðîèçîøëî. Òî÷íåå, ýòî îçíà÷àåò ëèøü

3) Ñèíäðîì â îáùåì ñìûñëå � ñîâîêóïíîñòü ÿâëåíèé, âûçâàííûõ îòêëî-
íåíèåì îò íîðìû.
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задачей. Поэтому в большинстве случаев для их декодирования 

приходится строить приближенные алгоритмы. 

Одним из часто используемых приемов является списочное 

декодирование, которое состоит в поиске кодовых слов ближай- 

ших в некотором смысле к принятому слову. Далее из получен- 

ного списка может быть выбрано наиболее вероятное кодовое 

слово или кодовое слово, удовлетворяющее некоторым дополни- 

тельным проверочным соотношениям, которые не были учтены 

при построении этого списка. Сложность такого подхода, опре- 

деляется максимально возможным размером списка. 

Известны более эффективные методы декодирования ли- 

нейных кодов, основанные на вычислении исправляющего век- 

тора, который принято называть синдромом»). 

Синдром ошибки. Цель 1-го, наиболее сложного эта- 
па декодирования — узнать, какое кодовое слово передавалось. 
Однако оказывается легче сначала определить, каков вектор е 
ошибок, произошедших в канале. 

Было установлено, что если Н — проверочная матрица ли- 
нейного кода, а ® — кодовое слово, то 

®НТ = Ни! = 0. (3.2) 

Если же при передаче произошли ошибки, будет принято слово 

10 = -е, и тогда 

®НТ = %НТ +еНТ = о+еНнТ “ в. (3.3) 

Определение 3.16. Синдром слова и, принятого при передаче со- 

общения, закодированного линейным кодом с проверочной мат- 

рицей Н и, возможно, содержащего ошибки, называют вектор 

8=\НТ. 

Ясно, что если 3 = 0, то 102 — кодовое слово, и в этом случае 

считаем, что ошибок не произошло. Точнее, это означает лишь 

3) Синдром В общем смысле — совокупность явлений, вызванных откло- 

нением от нормы.
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îòñóòñòâèå îøèáîê îïðåäåë¼ííîãî òèïà, à íå èõ îòñóòñòâèå âî-
îáùå; ýòî çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ ê ñèíäðîìíîìó äåêîäèðîâàíèþ
âñåõ òèïîâ êîäîâ.

Åñëè æå îøèáêè ïðîèçîøëè, òî äëÿ èõ èñïðàâëåíèÿ âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ôàêòîì, ÷òî ñèíäðîìû ïðèíÿòîãî âåêòîðà w è
âåêòîðà îøèáêè e ñîâïàäàþò (3.3). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåê-
òîð îøèáîê e óäîâëåòâîðÿåò íåîäíîðîäíîé íåäîîïðåäåë¼ííîé
ÑËÀÓ

eHT = s, (3.4)

à êîäîâûå ñëîâà ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé îäíî-
ðîäíîé ñèñòåìû (3.2)

vHT = 0.

Îïðåäåëåíèå îøèáîê ïî ñëîâàðþ ñèíäðîìîâ.
Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âîññòàíîâèòü íåèçâåñòíûé âåêòîð e, èñ-

ïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.4).

Äëÿ ýòîãî íóæíî ñîñòàâèòü ñëîâàðü ñèíäðîìîâ � òàáëèöó,
ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò âñåì 2m âîçìîæíûì ñèíäðîìàì.
Î÷åâèäíî ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå ñ w
ñèíäðîìû åñòü ñìåæíûé êëàññ ïî ïîäãðóïïå C.

Êàæäàÿ ñòðîêà òàáëèöû áóäåò ñîäåðæàòü è íàèáîëåå âå-
ðîÿòíûé âåêòîð îøèáîê, äàííîìó ñèíäðîìó ñîîòâåòñòâóþùèé.
Ýòîò âåêòîð äîëæåí èìåòü íàèìåíüøèé âåñ ñðåäè âîçìîæíûõ
ðåøåíèé ñèñòåìû (3.4) äëÿ äàííîãî s, è åãî íàçûâàþò ëèäåðîì
êëàññà âåêòîðîâ îøèáîê, èìåþùèõ îáùèé ñèíäðîì s. Åñëè òà-
êèõ âåêòîðîâ íåñêîëüêî, òî â êà÷åñòâå ëèäåðà ìîæíî âûáðàòü
ëþáîé èç íèõ.

Ïðèìåð 3.17. Ïóñòü C åñòü áèíàðíûé ëèíåéíûé [ 4, 2 ]-êîä ñ ïî-
ðîæäàþùåé ìàòðèöåé G è ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H:

G =

[
1 0 1 0
0 1 1 1

]
, H =

[
1 1 1 0
0 1 0 1

]
.

Ñòðîèì ñëåäóþùóþ ñòàíäàðòíóþ òàáëèöó.

104 Глава 3. Коды, исправляющие ошибки 

отсутствие ошибок определённого типа, а, не их отсутствие во- 

обще; это замечание относится к синдромному декодированию 

всех типов кодов. 

Если же ошибки произошли, то для их исправления вос- 

пользуемся фактом, что синдромы принятого вектора 1 и 

вектора ошибки е совпадают (3.3). Отсюда следует, что век- 

тор ошибок е удовлетворяет неоднородной недоопределённой 

СЛАУ 
еНТ = в, (3.4) 

а кодовые слова являются решениями соответствующей одно- 
родной системы (3.2) 

®НТ = 0. 

Определение ошибок по словарю синдромов. 
Можно попытаться восстановить неизвестный вектор е, ис- 

пользуя тот факт, что он является решением системы (3.4). 

Для этого нужно составить словарь синдромов — таблицу, 

строки которой соответствуют всем 2” возможным синдромам. 

Очевидно множество всех векторов, имеющих одинаковые с 

синдромы есть смежный класс по подгруппе С. 

Каждая строка таблицы будет содержать и наиболее ве- 

роятный вектор ошибок, данному синдрому соответствующий. 

Этот вектор должен иметь наименьший вес среди возможных 

решений системы (3.4) для данного 3, и его называют лидером 

класса векторов ошибок, имеющих общий синдром 3. Если та- 

ких векторов несколько, то в качестве лидера можно выбрать 

любой из них. 

Пример 3.17. Пусть С есть бинарный линейный [4, 2 |-код с по- 

рождающей матрицей С и проверочной матрицей Н: 

1010 1110 

ват = [ото | 

Строим следующую стандартную таблицу.
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Ñîîáùåíèÿ 00 10 01 11

Êîäîâûå 0000 1010 0111 1101 [ 00 ]
ñëîâà

Äðóãèå 1000 0010 1111 0101 [ 10 ]T

ñìåæíûå 0100 1110 0011 1001 [ 11 ]T

êëàññû 0001 1011 0110 1100 [ 01 ]T

ëèäåðû ñèíäðîìû

Ïåðâûé ñòîëáåö ñîäåðæèò ëèäåðû ñìåæíûõ êëàññîâ, ïîñëåä-
íèé � ñèíäðîìû.

Ïóñòü èñõîäíîå ñîîáùåíèå åñòü u = [ 10 ]. Òîãäà ñîîòâåò-
ñòâóþùåå åìó êîäîâîå ñëîâî åñòü v = [ 1010 ]. Åñëè îøèáêà ïðî-
èçîøëà âî 2-ì ðàçðÿäå, òî áóäåò ïîëó÷åíî ñëîâî w = [ 1110 ].
Åãî ñèíäðîì: s = wHT = [ 1 1 ].

Âåêòîð îøèáêè e = [ 0100 ] åñòü ëèäåð ñìåæíîãî êëàññà,
èìåþùèé òîò æå ñèíäðîì. Òîãäà ïåðåäàâàåìîå êîäîâîå ñëîâî,
ñêîðåå âñåãî, áûëî ñëîâîì

c = w + e = [ 1110 ] + [ 0100 ] = [ 1010 ] = v,

à ñîîáùåíèå, êîòîðîå ïåðåäàâàëè, áûëî u = [ 10 ] (èíôîðìàöè-
îííàÿ ÷àñòü êîäà). Òàêèì îáðàçîì, îøèáêà ïåðåäà÷è óñïåøíî
èñïðàâëåíà.

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé êîä èìååò êîäîâîå ðàññòîÿ-
íèå 2, îäíàêî îí èñïðàâèë îäèíî÷íóþ îøèáêó! Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî
òåì, ÷òî óñëîâèå r = ⌊(d− 1)/2⌋ óòâåðæäàåò âîçìîæíîñòü ïðà-
âèëüíîãî èñïðàâëåíèÿ âñåâîçìîæíûõ îøèáîê ÷èñëîì íå áîëåå
r. Â òî æå âðåìÿ ðàññìàòðèâàåìûé êîä èñïðàâèò òîëüêî òðè èç
âîçìîæíûõ ÷åòûð¼õ îäèíî÷íûõ îøèáîê.

Íàïðèìåð, åñëè â òîì æå êîäîâîì ñëîâå îøèáêà ïðîèçîøëà
â 3-ì ðàçðÿäå, òî áóäåò ïðèíÿòî ñëîâî w = [ 1000 ]. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèé åìó ñèíäðîì åñòü s = [ 10 ], ëèäåð ñîîòâåòñòâóþùåãî
êëàññà � [ 1000 ] è ïåðåäàâàåìîå êîäîâîå ñëîâî áóäåò âîññòàíîâ-
ëåíî íåâåðíî. Ýòî ïðîèçîøëî ïîòîìó, ÷òî ó ñìåæíîãî êëàññà
ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ ñèíäðîì [ 10 ] èìååòñÿ äâà âåêòîðà îøèáîê
ìèíèìàëüíîãî âåñà: [ 1000 ] è [ 0010 ], à â êà÷åñòâå ëèäåðà âûáðàí
ïåðâûé èç íèõ.

3.3. Декодирование линейных кодов 105 

Сообщения 00 10 01 11 

Кодовые 0000 | 1010 0111 1101 [00] 
слова 

Другие 1000 | 0010 11 01011 [107 

смежные 0100 1110 0011 1001] [11] 

классы 0001 | 1011 0110 1100 | [017 
лидеры синдромы 

Первый столбец содержит лидеры смежных классов, послед- 
ний — синдромы. 

Пусть исходное сообщение есть м = [10]. Тогда соответ- 

ствующее ему кодовое слово есть ® = [1010]. Если ошибка про- 
изошла во 2-м разряде, то будет получено слово 1 = [1110]. 

Его синдром: 8 = № НТ = [11]. 
Вектор ошибки е = [0100] есть лидер смежного класса, 

имеющий тот же синдром. Тогда передаваемое кодовое слово, 
скорее всего, было словом 

с= ше = [1110] + [0100] = [1010] = %, 

а сообщение, которое передавали, было и = [10] (информаци- 

онная часть кода). Таким образом, ошибка передачи успешно 

исправлена. 

Заметим, что рассматриваемый код имеет кодовое расстоя- 
ние 2, однако он исправил одиночную ошибку! Объясняется это 

тем, что условие т = |[(4а- 1)/2| утверждает возможность пра- 

вильного исправления всевозможных ошибок числом не более 

т. В то же время рассматриваемый код исправит только три из 
возможных четырёх одиночных ошибок. 

Например, если в том же кодовом слове ошибка произошла 
в 3-м разряде, то будет принято слово 4 = [1000]. Соответ- 

ствующий ему синдром есть $ = [10], лидер соответствующего 
класса — [1000] и передаваемое кодовое слово будет восстанов- 

лено неверно. Это произошло потому, что у смежного класса 
элементов, имеющих синдром [10] имеется два вектора ошибок 
минимального веса: [1000] и | 0010], а в качестве лидера выбран 
первый из них.
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Ïðèâåä¼ííûé â äàííîì ïðèìåðå êîä îêàçûâàåòñÿ ïðîñòåé-
øèì ïðèìåðîì ëèíåéíîãî êîäà ñ íåðàâíîé çàùèòîé îò îøèáîê
(Linear Unequal Error Protection, LUEP). Äàííîìó êîäó ñîîò-
âåòñòâóåò ðàçäåëÿþùèé âåêòîð (3, 2), êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìèíèìàëüíîå êîäîâîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 3, åñëè ðàçëè÷àþòñÿ èí-
ôîðìàöèîííûå (ïåðâûå) áèòû ñîîáùåíèÿ, è ðàâíî 2 äëÿ ïðîâå-
ðî÷íîé ÷àñòè êîäà. Ýòî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç àðãóìåíòîâ ïðèìå-
íåíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ.

Â ñëó÷àå ëèíåéíûõ êîäîâ ñ áîëüø�èìè ïàðàìåòðàìè ñòà-
íîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì íàéòè ëèäåðîâ ñìåæíûõ
êëàññîâ. Òàê, íàïðèìåð, ëèíåéíûé [ 50, 20 ]-êîä èìååò îêîëî 109

ñìåæíûõ êëàññîâ. ×òîáû ïðåîäîëåòü ïîäîáíûå çàòðóäíåíèÿ,
íåîáõîäèìî ñòðîèòü ñïåöèàëüíûå êîäû.

Äåêîäèðîâàíèå êîäà Õýììèíãà. Îñîáåííîñòüþ
ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû Hm×n êîäà Õýììèíãà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
å¼ ñòîëáöû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâîè÷íûå êîäû ÷èñåë îò 1 äî
n = 2m − 1.

Íàïðèìåð, â Ïðèìåðå 3.13 ïîëó÷åíà ìàòðèöà

H3×7 =

 1 1 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1


3 5 6 7 1 2 4 .

Ð. Õýììèíã ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü êîäû, ó êîòîðûõ ðàñ-
ïîëîæåíèå ñòîëáöîâ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû áûëî òàêîå, ÷òîáû
ñèíäðîì ÿâëÿëñÿ äâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ïîçèöèè îøèáêè â
ïðèíÿòîì ñëîâå.

Äëÿ ýòîãî ñòîëáöû H äîëæíû áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî äâî-
è÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ÷èñåë îò 1 äî 2m − 1. Òîãäà ñèíäðîì
åñòü äâîè÷íûé êîä ïîçèöèè îøèáêè.

Çàìåòèì, ÷òî åäèíè÷íóþ ïîäìàòðèöó òàêîé ìàòðèöû áóäóò
îáðàçîâûâàòü ñòîëáöû 1, 2, . . ., 2m−1 ñ íîìåðàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ
ñòåïåíüþ 2.
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Приведённый в данном примере код оказывается простей- 

шим примером линейного кода с неравной защитой от ошибок 

(Глпеаг Опеди Еттог Ргофесноп, ГОЕР). Данному коду соот- 

ветствует разделяющий вектор (3,2), который показывает, что 

минимальное кодовое расстояние равно 3, если различаются ин- 

формационные (первые) биты сообщения, и равно 2 для прове- 

рочной части кода. Это является одним из аргументов приме- 

нения систематического кодирования. 

В случае линейных кодов с большими параметрами ста- 

новится практически невозможным найти лидеров смежных 

классов. Так, например, линейный | 50, 20 ]-код имеет около 109 

смежных классов. Чтобы преодолеть подобные затруднения, 

необходимо строить специальные коды. 

Декодирование кода Хэмминга. — Особенностью 
проверочной матрицы Нтьхи кода Хэмминга является то, что 

её столбцы представляют собой двоичные коды чисел от 1 до 

п = 2" — 1. 

Например, в Примере 3.13 получена матрица, 

Нзхт — 

д
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Р. Хэмминг предложил использовать коды, у которых рас- 

положение столбцов проверочной матрицы было такое, чтобы 

синдром являлся двоичным представлением позиции ошибки в 

принятом слове. 

Для этого столбцы Н должны быть последовательно дво- 

ичными представлениями чисел от 1 до 2" — 1. Тогда синдром 

есть двоичный код позиции ошибки. 

Заметим, что единичную подматрицу такой матрипы будут 

образовывать столбцы 1, 2,..., 2”`1 с номерами, являющимися 

степенью 2.
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Ïðèìåð 3.18. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî (7, 4)-êîäà Õýììèíãà ïîëó-
÷àåì ìàòðèöó

H ′
3×7 =

 1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1

 .

Òîãäà ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà åñòü

G4×7 =


1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1

.
Ïðè êîäèðîâàíèè ìàòðèöåéG áèòû ñîîáùåíèÿ ïîìåùàþòñÿ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî â 3, 5, 6 è 7-þ ïîçèöèè êîäîâîãî ñëîâà, à îñòàëüíûå
òðè (1, 2 è 4 � ñòåïåíè 2) áèòà ÿâëÿþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè.

Çàêîäèðóåì ýòèì êîäîì ñîîáùåíèå u = [ 0 1 0 1 ]:

v = uG = [ 0 1 0 0 1 0 1 ].

Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å îøèáêà ïðîèçîøëà â 5-ì áèòå, òî åñòü ïî-
ëó÷åíî ñëîâî

w = [ 0 1 0 0 0 0 1 ].

Òîãäà ñèíäðîì

s = w(H ′)T = [ 1 0 1 ] ↔ 510.

óêàçûâàåò ïîçèöèþ îøèáêè.

Äóàëüíûå êîäû. Ïîñêîëüêó GHT = O = HGT , òî ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü H êàê ïîðîæäàþùóþ, à G � êàê ïðîâåðî÷íóþ
ìàòðèöó íåêîòîðîãî äðóãîãî êîäà, è èç ëèíåéíîãî [n, k ]-êîäà
ïîëó÷èòü [n, n − k ]-êîä. Êîäû, ñâÿçàííûå òàêèì îáðàçîì, íà-
çûâàþòñÿ äóàëüíûìè èëè äâîéñòâåííûìè. Âîçìîæåí ñëó÷àé,
êîãäà H = G. Òàêèå êîäû íàçûâàþò ñàìîäóàëüíûìè.

Âñå ñàìîäóàëüíûå êîäû � ÷¼òíîé äëèíû.
Íàïðèìåð ðàñøèðåííûé [ 8, 4, 4 ]-êîä Õýììèíãà, çàäàâàå-

ìûé ìàòðèöàìè

H = G =


1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0


ñàìîäóàëåí.
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Пример 3.18. Для рассматриваемого (7, 4)-кода Хэмминга, полу- 

чаем матрицу 

1010101 

На = 10110011 

0001111 

Тогда порождающая матрица есть 

1110000 

С = 1001100 

0101010 

1101001 

При кодировании матрицей С биты сообщения помещаются пос- 

ледовательно в 3, 5, би 7-ю позиции кодового слова, а остальные 

три (1, 2и 4 — степени 2) бита являются проверочными. 

Закодируем этим кодом сообщение м = [0101]: 

и = иС = [0100101]. 

Пусть при передаче ошибка произошла в 5-м бите, то есть по- 

лучено слово 
и = [0100001]. 

Тогда синдром 

в =\(Н’)Т = [101] < 510. 

указывает позицию ошибки. 

Дуальные коды. Поскольку СНТ = О = НСТ, то мож- 
но использовать Н как порождающую, а (" — как проверочную 
матрицу некоторого другого кода, и из линейного |п, К |-кода, 
получить [п, п — К]|-код. Коды, связанные таким образом, на- 
зываются дуальными или двойственными. Возможен случай, 
когда Н = С. Такие коды называют самодуальными. 

Все самодуальные коды — чётной длины. 
Например расширенный |8, 4, 4|-код Хэмминга, задавае- 

мый матрицами 

Н = С = 

на
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самодуален.
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3.4 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Öèêëè÷åñêèå êîäû � íàèáîëåå èçó÷åííûå ñðåäè ëèíåéíûõ.
Ïðè èõ èçó÷åíèè èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ êîíå÷íûõ ïîëåé, êîòîðàÿ
â ýòîé îáëàñòè îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî ðåçóëüòàòèâíîé.

Àíãë. CRC, Cyclic Redundancy Code � èçáûòî÷íûé öèêëè-
÷åñêèé êîä. Âïåðâûå èõ â 1957�58 ãîäàõ ïîñòðîèë àìåðèêàíñêèé
ó÷¼íûé Þäæèí Ïðåéíäæ (Eugene August Prange, 1917�2006).

Íå ïóòàòü ñ èìåþùèì òó æå àááðåâèàòóðó Cyclic
Redundancy Check � ïðèìåíåíèåì öèêëè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ
â êà÷åñòâå õýø-ôóíêöèè ñ öåëüþ îáíàðóæåíèÿ îøèáîê, íî íå
èõ èñïðàâëåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî öèêëè÷åñêèå êîäû íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûå,
íî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èñêëþ÷èòåëüíî ëèíåéíûå öèêëè-
÷åñêèå êîäû.

Ïîëèíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñëîâ. Óñòàíîâèì
èçîìîðôíîå ñîîòâåòñòâèå âåêòîðîâ ñîîáùåíèÿ u ∈ {0, 1}k è êî-
äîâîãî ñëîâà v ∈ {0, 1}n ñ èõ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðåäñòàâëåíè-
ÿìè u(x), v(x) ∈ F2[x]:

u = [ u0 u1 . . . uk−1 ]T ↔
↔ u0 + u1x+ . . .+ uk−1x

k−1 = u(x);

v = [ v0 v1 . . . vn−1 ]T ↔
↔ v0 + v1x+ . . .+ vn−1x

n−1 = v(x).

Êîä, ïðåäñòàâÿåìûé ïîðîæäàþùèì ïîëèíîìîì íàçûâàåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíûì. ×òîáû ïîëèíîìèàëüíûé êîä áûë öèêëè÷åñ-
êèì, ïîðîæäàþùèé ïîëèíîìîì äîëæåí áûòü äåëèòåëåì xn − 1,
n � äëèíà êîäîâîãî ñëîâà.

Îïðåäåëåíèå è ïîñòðîåíèå öèêëè÷åñêèõ êîäîâ

Îïðåäåëåíèå 3.19. Áëîêîâûé êîä íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè
îí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ ñâîèõ êîäî-
âûõ ñëîâ.
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3.4 Циклические коды 

Циклические коды — наиболее изученные среди линейных. 

При их изучении используется теория конечных полей, которая 

в этой области оказывается особенно результативной. 

Англ. СВС, Сусйс Вейипаатсу Со4е — избыточный цикли- 

ческий код. Впервые их в 1957-58 годах построил американский 

учёный Юджин Прейндэю (Епбепе Апеиз6 Ргапее, 1917—2006). 
Не путать с имеющим ту же аббревиатуру Сусйс 

Ведипаатсу Среск — применением циклического кодирования 

в качестве хэш-функции с целью обнаружения ошибок, но не 

их исправления. 

Заметим, что циклические коды не обязательно линейные, 

но мы будем рассматривать исключительно линейные цикли- 

ческие коды. 

Полиномиальное представление слов. Установим 
изоморфное соответствие векторов сообщения и Е {0,1}^ и ко- 
дового слова 9 Е {0,1}" с их полиномиальными представлени- 
ями и(7),0(5) Е Е> 1]: 

т 
и = [1 ... ча] < 

< ш+шх +... ик аа" = (2); 
т 

о =| ши... ма | <> 

< ших +... +15” = %(2). 

Код, представяемый порождающим полиномом называется 

полиномиальным. Чтобы полиномиальный кол был цикличес- 

ким, порождающий полиномом должен быть делителем 5” — 1, 

п — длина кодового слова. 

Определение и построение циклических кодов 

Определение 3.19. Блоковый код называется циклическим, если 

он инвариантен относительно циклических сдвигов своих коло- 

вых слов.
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Òåîðèÿ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ îñíîâàíà íà èçîìîðôèçìå ïðîñò-
ðàíñòâà äâîè÷íûõ n-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîñòðàíñòâó ïîëè-
íîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n − 1, ïîçâîëÿÿ ïðèìåíÿòü áîëåå ïðî-
ñòûå, ÷åì â îáùåì ñëó÷àå, àëãîðèòìû êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðî-
âàíèÿ.

Íàïðèìåð, äâîè÷íûé êîä

C = { 000, 011, 101, 110 }
ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

C = { 0, 1 + x, 1 + x2, x+ x2 } ⊂ F2[x]/(x
3 − 1).

Ïî òåîðåìå 2.40 öèêëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáðàçóþò ýëå-
ìåíòû èäåàëà I â êîëüöå Rn = Fp[x]/(x

n − 1) êëàññîâ âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ èäåàëà xn − 1. Òàêîé èäåàë â êîëüöå Rn çàäà¼òñÿ
êàêèì-ëèáî äåëèòåëåì g(x) áèíîìà xn−1: ýëåìåíòû I ñóòü ìíî-
ãî÷ëåíû èç Fp[x], êðàòíûå g(x) ïî mod (xn − 1).

Ïîýòîìó ïîñòðîèòü äâîè÷íûé öèêëè÷åñêèé [n, k ]-êîä ìîæ-
íî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Çàäàþòñÿ çíà÷åíèÿìè 0 < m < n è âûáèðàþò ëþáîé äå-
ëèòåëü g(x) ñòåïåíè m = n− k áèíîìà xn− 1. Ìíîãî÷ëåí
g(x) ïîëíîñòüþ çàäà¼ò öèêëè÷åñêèé êîä, åãî íàçûâàþò
ïîðîæäàþùèì äàííûé êîä èëè åãî ãåíåðàòîðîì.

2. Èäåàë (g(x)) êîëüöà Rn = F2[x]/(x
n − 1) ñîñòîèò èç âñåõ

ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

f(x) · g(x), 0 ⩽ deg f(x) < k = n−m.

Ìíîãî÷ëåíû èç ýòîãî èäåàëà çàäàþòñÿ âåêòîðàìè ñâîèõ
êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå è áóäóò êîäîâûìè ñëîâàìè.

Ïðè óäà÷íîì âûáîðå ïîðîæäàþùåãî ïîëèíîìà ïîëó÷àåòñÿ
êîä ñ ïðèåìëåìûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d. Â òî æå âðåìÿ ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà d ⩾ m = deg g(x): òàêîå ÷èñëî åäèíèö áóäåò
èìåòü êîäîâîå ñëîâî ñîîáùåíèÿ [ 1, 0, . . . , 0 ].

Ïðèìåð 3.20. Ïîñòðîèì öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû n = 23. Â ï. 2
ïðèìåðà 2.42 íàéäåíû ÷èñëî è ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ, ôàêòîðèçóþùèõ áèíîì x23− 1. Êîíêðåòíî ýòî ðàçëîæåíèå
òàêîâî:
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Теория циклических кодов основана на изоморфизме прост- 

ранства двоичных п-последовательностей пространству поли- 

номов степени не выше п — 1, позволяя применять более про- 

стые, чем в общем случае, алгоритмы кодирования и декодиро- 

вания. 

Например, двоичный код 

С = {000, 011, 101, 110} 
может быть записан в виде 

С = {0, 1-х, 1+ 27, +2} с Е> [1] /(2°— 1. 

По теореме 2.40 циклическое пространство образуют эле- 

менты идеала Г в кольце В, = Е, [1]|/(х" — 1) классов вычетов 
по модулю идеала т” — 1. Такой идеал в кольце В»„ задаётся 

каким-либо делителем 9(%) бинома 1” — 1: элементы / суть мно- 

гочлены из Е,[1], кратные 9(5) по шо4 (5” — 1). 
Поэтому построить двоичный циклический [п К |-код мож- 

но следующим образом. 

1. Задаются значениями 0 < т < п и выбирают любой де- 

литель 9(17) степени т = п — К бинома 1” — 1. Многочлен 
9(%) полностью задаёт циклический код, его называют 

порождающим данный код или его генератором. 

2. Идеал (9(2)) кольца В„ = Е›[1]/(1” — 1) состоит из всех 
многочленов вида, 

(2). 9(2), 0 < аев (1) <К=п-т. 
Многочлены из этого идеала задаются векторами своих 

коэффициентов, которые и будут кодовыми словами. 

При удачном выборе порождающего полинома получается 

код с приемлемым кодовым расстоянием а. В то же время спра- 

ведлива оценка 4 > т = 4е59(х): такое число единиц будет 

иметь кодовое слово сообщения [1, 0,..., 0]. 

Пример 3.20. Построим циклический код длины п = 23. В п. 2 

примера 2.42 найдены число и степени неприводимых многочле- 
нов, факторизующих бином 723 — 1. Конкретно это разложение 
таково:
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x23 − 1 = (x+ 1)(x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x+ 1︸ ︷︷ ︸
g1(x)

)×

× (x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1︸ ︷︷ ︸
g2(x)

)

(äåëèòåëè g1(x) è g2(x) ïðèøëîñü èñêàòü ïîäáîðîì). Ïîñêîëüêó
ñòåïåíè ïîëèíîìîâ g1(x) è g2(x) îêàçàëèñü ðàâíûìèm = 11, äëÿ
ïîñòðîåíèÿ [ 23, 12 ]-êîäà ìîæåò áûòü âûáðàí ëþáîé èç íèõ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ êîäîâîå ðàññòîÿíèå
îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 7. Ìû ïîñòðîèëè êîä Ãîëåÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ýôôåêòèâíîãî ñïîñîáà íàõîæäåíèÿ íåïðèâî-
äèìûõ äåëèòåëåé áèíîìîâ âèäà xn − 1 íåò.

Êîäû Õýììèíãà ìîãóò áûòü öèêëè÷åñêèìè. Ïîñòðîåííàÿ â
ïðèìåðå 3.5 òàáëèöà 4×7 äëÿ êîäà Õýììèíãà íå ïîðîæäàåò öèê-
ëè÷åñêîãî êîäà. Îäíàêî åñëè ïåðåñòàâèòü 3-ýëåìåíòíûå îêîí÷à-
íèÿ íåêîòîðûõ ñòðîê, òî ïîëó÷åííàÿ òàáëèöà

1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1

óæå ïîðîæäàåò öèêëè÷åñêèé êîä (ýêâèâàëåíòíûé èñõîäíîìó).

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè. Ïóñòü öè-
êëè÷åñêèé [n, k ]-êîä C çàäà¼òñÿ ïîðîæäàþùèì ïîëèíîìîì
g(x), äåëÿùèì áèíîì xn − 1 è deg g(x) = m = n− k.

Íåñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ óìíîæåíèåì
êîäèðóåìîãî ïîëèíîìà íà ïîðîæäàþùèé:

u(x) 7→ v(x) = g (x)u(x) ∈ C.

Ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïîìåùåíèåì â
ñòàðøèå (ïðàâûå) ðàçðÿäû êîäîâîãî ñëîâà ñîîáùåíèÿ u(x), à
â ìëàäøèå (ëåâûå) åãî ðàçðÿäû � îñòàòêà r(x) îò äåëåíèÿ
xmu(x) íà g(x).
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2—1 = (+1 (аа а -Е+ Их 

91(2) 
х (аи Наби + 

92(т) 

(делители 91(5) и 92(5) пришлось искать подбором). Поскольку 
степени полиномов 91 (5) и 92(1) оказались равными т = 11, для 
построения [ 23, 12 ]-кода может быть выбран любой из них. 

Можно показать, что в обоих случаях кодовое расстояние 
оказывается равным 7. Мы построили код Голея. 

Заметим, что эффективного способа нахождения неприво- 

димых делителей биномов вида 1” — 1 нет. 

Коды Хэмминга могут быть циклическими. Построенная в 

примере 3.5 таблица 4х7 для кода Хэмминга не порождает цик- 

лического кода. Однако если переставить 3-элементные оконча- 

ния некоторых строк, то полученная таблица 
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уже порождает циклический код (эквивалентный исходному). 

Кодирование циклическими кодами. Пусть ци- 
клический |п,К]-код С’ задаётся порождающим полиномом 

9(<), делящим бином 5” — Ти 4её 9(1) =т=п- К. 

Несистематическое кодирование выполняется умножением 

кодируемого полинома на порождающий: 

и(2) => 5(х) = 9(1)и(1) Е С. 

Систематическое кодирование выполняется помещением в 

старшие (правые) разряды кодового слова сообщения и(т), а 

в младшие (левые) его разряды — остатка т(х) от деления 
хти(т) на 9(т). 
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Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæåíèå u(x) íà xm ïîìåcòèò ñîîáùåíèå
â ñòàðøèå ðàçðÿäû n-áèòíîãî ñëîâà. Ïîäåëèì òåïåðü xmu(x) íà
g(x) ñ îñòàòêîì:

xmu(x) = g(x)q(x) + r(x), deg r(x) < m,

îòêóäà
xmu(x) + r(x) = g(x)q(x) = v(x) ∈ C.

Ïðèìåð 3.21. 1. Ïîñòðîèì öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû 7.
Äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü êàêîé-ëèáî äåëèòåëü áèíîìà

x7 − 1. Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ÷èñëî è ñòåïåíè åãî íåïðèâîäèìûõ
ìíîãî÷ëåíîâ-äåëèòåëåé, äëÿ ÷åãî ïðèìåíèì ñïîñîá ðàçáèåíèÿ
Z7 íà îðáèòû îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà 2 ïî mod 7 (ñì. ñ. 76):

{ 0 }, { 1, 2, 4 }, { 3, 6, 5 }.
Òàêèì îáðàçîì, áèíîì x7 − 1 èìååò îäèí ëèíåéíûé äåëè-

òåëü è äâà íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëÿ 3-é ñòåïåíè. Ïîñêîëüêó ýòè
ìíîãî÷ëåíû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

x7 − 1 = (x+ 1)
(
x3 + x+ 1

) (
x3 + x2 + 1

)
.

Â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî ïîëèíîìà âûáåðåì ìíîãî÷ëåí

g(x) = x3 + x+ 1.

Òîãäà m = deg g(x) = 3, k = 4, è áóäåò ïîñòðîåí öèêëè÷åñêèé
[ 7, 4 ]-êîä Õýììèíãà.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷àåì ïðè âûáîðå

� g(x) = x+ 1 � êîä ñ ïðîâåðêîé íà ÷¼òíîñòü;

� g(x) = (x+1) (x3 + x+ 1) � ðàñøèðåííûé êîä Õýììèíãà;

� g(x) = (x3 + x+ 1) (x3 + x2 + 1) � êîä 7-êðàòíîãî ïîâòî-
ðåíèÿ;

� g(x) = x7 − 1 èëè g(x) ≡ 1 � òðèâèàëüíûå êîäû.

2. Çàêîäèðóåì ïîñòðîåííûì êîäîì ñîîáùåíèå

u = [ 0 0 1 1 ] ↔ u(x) = x2 + x3.
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Действительно, умножение (5) на, х” поместит сообщение 
в старшие разряды п-битного слова. Поделим теперь 1”'и(1) на, 
9(т) с остатком: 

т"и(т) = 9(1)4(х) + т(т), аезт(х) < т, 

откуда т"и(т) + т(х) = 9(2)4(х) = %(т) Е С. 

Пример 3.21. 1. Построим циклический код длины 7. 

Для этого нужно выбрать какой-либо делитель бинома 

27 — 1. Определим сначала число и степени его неприводимых 

многочленов-делителей, для чего применим способ разбиения 

т на орбиты относительно умножения на 2 по то4 7 (см. с. 76): 

{0}, {1, 2,4}, {3, 6,5}. 

Таким образом, бином 5’ — 1 имеет один линейный дели- 

тель и два неприводимых делителя 3-й степени. Поскольку эти 

многочлены однозначно определяются, получаем разложение 

7—1 = (2+1 (2 +2+1 (2+7 +1. 

В качестве порождающего полинома выберем многочлен 

9(2) = а +%+1. 

Тогла т = 4её 9(х) = 3, К = 4, и будет построен циклический 

[7,4 |-код Хэмминга. 

Заметим, что получаем при выборе 

е 0(1) =Х-1 — код с проверкой на чётность; 

® 0(1) = (1-1 (23+ х+1) — расширенный код Хэмминга; 

® 0(1) = (23 + 2+1) (423 +12+1) -— код 7Т-кратного повто- 
рения; 

® 0(1) =т' — Т или 9(5) = 1 — тривиальные коды. 

2. Закодируем построенным кодом сообщение 

и= [0011] <> (2) = 2? +45.
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Íåñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå:

v(x) = u(x)g(x) =
(
x3 + x2

) (
x3 + x+ 1

)
=

= x6 + x5 + x4 + x2 ↔ [ 0 0 1 0 1 1 1 ] = v.

Ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå: íàõîäèì îñòàòîê r(x) îò äåëåíèÿ
x3u(x) íà g(x). Èìååì

x3
(
x3 + x2

)
=
(
x3 + x2 + x

) (
x3 + x+ 1

)
+ x,

òî åñòü r(x) = x, è ïîýòîìó

v(x) = x3u(x) + r(x) = x+ x5 + x6 ↔
↔ [ 0 1 0 0 0 1 1

u

] = v.

Äåêîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèõ êîäîâ

Îïðåäåëåíèå 3.22. Ñèíäðîìîì s(x) ñëîâà w(x), ïðèíÿòîãî ïðè
ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ, çàêîäèðîâàííîãî öèêëè÷åñêèì êîäîì, è,
âîçìîæíî, ñîäåðæàùåãî îøèáêè, íàçûâàþò îñòàòîê îò äåëåíèÿ
w(x) íà ìíîãî÷ëåí g(x), ïîðîæäàþùèé êîä.

ßñíî, ÷òî åñëè s(x) ≡ 0, òî w(x) � êîäîâîå ñëîâî.

Ïðèìåðû ñèíäðîìíîãî äåêîäèðîâàíèÿ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ,
à òàêæå àëüòåðíàòèâíûå äåêîäåðû (Ìåããèòà, Êàñàìè�Ðóäîëü-
ôà, ïîðîãîâûé, ìàæîðèòàðíûé è äð.) ìû ðàññìàòðèâàòü íå áó-
äåì; îòìåòèì òîëüêî, ÷òî âñå îíè èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïî
k òðóäî¼ìêîñòü è íà äàííûé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî
ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî öèêëè-
÷åñêîãî êîäà.
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Несистематическое кодирование: 

(2) = и(т)9(т) = (+2) (а +=+1 = 

= аб фа а а? 4 [0010111] =%. 

Систематическое кодирование: находим остаток г(1) от деления 

13и(х) на 9(2). Имеем 

13 (2 +27) = (2 +27 +1) (22 +241) + т, 

то есть г(7) = т, и поэтому 

5(х) = тЗи(т) + т(х) = +10 4 

+ [Ото бОтт] = в. 
и 

Декодирование циклических кодов 

Определение 3.22. Синдромом (5) слова ш(т), принятого при 

передаче сообщения, закодированного циклическим кодом, и, 
возможно, содержащего ошибки, называют остаток от деления 
(5) на многочлен 9(5), порождающий код. 

Ясно, что если 3(5) = 0, то ш(1) — кодовое слово. 

Примеры синдромного декодирования циклических кодов, 

а также альтернативные декодеры (Меггита, Касами-Рудоль- 

фа, пороговый, мажоритарный и др.) мы рассматривать не бу- 

дем; отметим только, что все они имеют экспоненциальную по 

К трудоёмкость и на данный момент не существует ни одного 

эффективного алгоритма декодирования произвольного цикли- 

ческого кода.
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3.5 Êîäû Á×Õ. Êîäèðîâàíèå

Êîäû Áîóçà �×îóäõóðè �Õîêâèíãåìà (BCH, Á×Õ) � ïîä-
êëàññ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ íå ìåíåå çàðàíåå çà-
äàííîãî ÷èñëà îøèáîê.

Êîäû ïðåäëîæèëè Ðàäæ ×àíäðà Áîóç (Raj Chandra Bose,
1901�1987) è Äâàéäæåíäðà Êàìàð Ðåé-×îóäõóðè (Dwijendra
Kumar Ray-Chaudhuri, 1933) â 1960 ã. íåçàâèñèìî îò îïóáëè-
êîâàííîé íà ãîä ðàíåå ðàáîòû Àëåêñèñà Õîêâèíãåìà (Alexis
Hocquenghem, 1908�1990)4).

Öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû

Îïðåäåëåíèå 3.23. Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ Ft
p, èìåþùèå îá-

ùèé ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí, íàçûâàþò ñîïðÿæåííûìè, è îíè
ñîñòàâëÿþò öèêëîòîìè÷åñêèé êëàññ.

ßñíî, ÷òî öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû

C0 = {1}, C1, . . .

ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, è â ñîâîêóïíîñòè îá-
ðàçóþò ðàçáèåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Ft

p, èëè å¼
ðàçëîæåíèå íà êëàññû íàä Fp.

Â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p åñëè α � êîðåíü íåêîòîðîãî ïî-
ëèíîìà, òî è αp � åãî êîðåíü. Ïîýòîìó öèêëîòîìè÷åñêèå êëàñ-
ñû ìîæíî ïîëó÷àòü âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü p êàêîãî-òî îäíîãî
åãî ýëåìåíòà. Ýòî ñîâïàäàåò ñ ïîñòðîåíèåì îðáèòû îòîáðàæå-
íèÿ (ñì. ñ. 77)

ℓ 7→ pℓ (mod (pt − 1)).

ßñíî, ÷òî åñëè α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ Ft
2, òî åãî

öèêëîòîìè÷åñêèé êëàññ ñîäåðæèò t ýëåìåíòîâ:

C1 =
{
α = α20 , α21 , α22 , . . . , α2t−1

}
.

4) Çàìåòèì, ÷òî Hocquenghem ÿâëÿåòñÿ ãàëèöèíèçèðîâàííîé ôîðìîé ãåð-
ìàíñêîé èëè ôëàìàíäñêîé ôàìèëèè, è ïðàâèëüíîå å¼ ÷òåíèå � �Îêåíãåì.
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3. Коды БЧХ. Кодирование 

Коды Боуза - Чоудхури - Хоквингема (ВСН, БЧХ) — под- 

класс циклических кодов, исправляющих не менее заранее за- 

данного числа ошибок. 

Коды предложили Радж Чандра Боуз (Ва) СВапага, Вове, 

1901-1987) и Двайджендра Камар Рей-Чоудтури (Оу’цепага 

Китаг Вау-СВапБит, 1933) в 1960 г. независимо от опубли- 

кованной на год ранее работы Алексиса Хоквингема (А]ех1з 

Носаиепотет, 1908—1990). 

Циклотомические классы 

Определение 3.23. Ненулевые элементы поля Е, имеющие об- 

щий минимальный многочлен, называют сопряженными, и они 

составляют циклотомический класс. 

Ясно, что циклотомические классы 

Си = {1}, С, 

либо совпадают, либо не пересекаются, и в совокупности об- 

разуют разбиение мультипликативной группы поля Е}, или её 

разложение на классы над Е. 

В поле характеристики р если а — корень некоторого по- 

линома, то и а? — его корень. Поэтому циклотомические клас- 

сы можно получать возведением в степень р какого-то одного 

его элемента. Это совпадает с построением орбиты отображе- 

ния (см. с. 77) 
(ну рб (штоа (р -—1)). 

Ясно, что если а — примитивный элемент поля Е, то его 

циклотомический класс содержит ф элементов: 

__ __ 20 21 22 2—1 

Ст = {а=а”, а, а”,...,а . 

4) Заметим, что НосаиепеВет является галицинизированной формой гер- 

манской или фламандской фамилии, и правильное её чтение — Оженгем.
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Ïðèìåð 3.24. Ïóñòü t = 4 è α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ
F4

2. Òîãäà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ åãî ãðóïïà{
α, α2, . . . , α14, α15 = α0 = 1

}
ðàçëàãàåòñÿ íàä F2 íà öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû

C0 = {α0 = 1 }, C1 = {α, α2, α4, α8 },
C2 = {α3, α6, α12, α9 }, C3 = { α5, α10 },

C4 = {α7, α14, α13, α11 }.

Á×Õ-êîäû: îïðåäåëåíèå, ñèíäðîìû. Âûáåðåì ïà-
ðàìåòð t, îïðåäåëÿþùèé äëèíó êîäà n = 2t − 1. Äëÿ áèíîìà
xn−1 ðàññìîòðèì ïîëå Ft

2 åãî ðàçëîæåíèÿ ñ íåêîòîðûì ïðèìè-
òèâíûì ýëåìåíòîì α.

Åñëè òðåáóåòñÿ èñïðàâëÿòü íå ìåíåå r îøèáîê, çàäàäèìñÿ
êîíñòðóêòèâíûì ðàññòîÿíèåì

δ = 2r + 1 < n.

Ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòåïåíè α, α2, α3, . . . , α2r ïðèìèòèâíîãî
ýëåìåíòà α ïîëÿ Ft

2 íàçûâàþò íóëÿìè êîäà.
Êîä Á×Õ åñòü öèêëè÷åñêèé [n, k, d ]-êîä, â êîòîðîì ïîðîæ-

äàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ìèíèìàëüíîé ñòå-
ïåíè, èìåþùèì êîðíÿìè âñå íóëè êîäà. Êàê è ó âñåõ öèêëè÷åñ-
êèõ êîäîâ, äëÿ íåãî deg g(x) = m = n− k, à êîäîâîå ðàññòîÿíèå
d îêàçûâàåòñÿ íå ìåíåå âûáðàííîãî êîíñòðóêòèâíîãî ðàññòîÿ-
íèÿ δ.

Ïîñêîëüêó íóëè êîäà ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè g(x), à ïîëèíîìû
âñåõ êîäîâûõ ñëîâ öèêëè÷åñêîãî êîäà äåëÿòñÿ g(x), òî íóëè êî-
äà � êîðíè ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êîäîâîìó
ñëîâó.

Îïðåäåëåíèå 3.25. Ñèíäðîìàìè s1, . . ., s2r ïðèíÿòîãî ïîëèíîìà

w(x) ïðè êîäèðîâàíèè Á×Õ-êîäîì ñ íóëÿìè α, . . ., α2r íàçîâ¼ì
íàáîð çíà÷åíèé w(x) â íóëÿõ êîäà: si = w(αi), i = 1, . . . , 2r =
δ − 1.

Ïîñêîëüêó w(x) = v(x) + e(x), òî äëÿ âñåõ i = 1, . . ., δ − 1
ñïðàâåäëèâî si = w(αi) = e(αi), è åñëè âñå ñèíäðîìû ðàâíû
íóëþ, òî w(x) � êîäîâîå ñëîâî.
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Пример 3.24. Пусть $ = 4 и а — примитивный элемент поля 

Ез. Тогда мультипликативная его группа 

{ а, а, ..., ам, а? = о =1} 

разлагается над Е› на циклотомические классы 

Си = {а =1}, С, = {а, а*, а^, @ }, 
(@ — { об, аб, а, ой }, С — { аб, 0}, 

(@) — {а а, а, о" }. 

БЧХ-коды: определение, синдромы. Выберем па- 
раметр определяющий длину кода п = 2 — 1. Для бинома 

1” — 1 рассмотрим поле Е его разложения с некоторым прими- 

тивным элементом а. 

Если требуется исправлять не менее т ошибок, зададимся 

конструктивным, расстоянием 

= 1+1 < п. 

Последовательные степени а, а?, а3,..., а примитивного 
элемента с поля Е называют нулями кода. 

Код БЧХ есть циклический [п, К, а|-код, в котором порож- 

дающий многочлен 9(%) является полиномом минимальной сте- 

пени, имеющим корнями все нули кода. Как и у всех цикличес- 

ких кодов, для него 4её 9(5) = т = п - К, а кодовое расстояние 

оказывается не менее выбранного конструктивного расстоя- 

ния д. 

Поскольку нули кода являются корнями 9(1), а полиномы 
всех кодовых слов циклического кода делятся 9(1), то нули ко- 
да — корни любого многочлена, соответствующего кодовому 
слову. 

Определение 3.25. Синдромами 31, ..., 82. принятого полинома 
й Й 

(1) при кодировании БЧХ-кодом с нулями а, ..., а?" назовём 

набор значений (т) в нулях кода: 3; = и(а), 1=1,..., 2т = 
9—1. 

Поскольку 1(х) = 5(1) + е(х), то для всех 1 =1,... 0-1 
справедливо з; = (а) = е(а’), и если все синдромы равны 
нулю, то (5) — кодовое слово.
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Ïîñòðîåíèå Á×Õ-êîäà. Á×Õ [n, k ]-êîä, êàê è ëþáîé
öèêëè÷åñêèé, çàäà¼òñÿ ïîðîæäàþùèì ïîëèíîìîì g(x), äåëÿ-
ùèì áèíîì xn − 1, k = n− deg g(x), n = 2t − 1.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äâîè÷íîãî êîäà Á×Õ,
èñïðàâëÿþùåãî íå ìåíåå r îøèáîê

1. Âûáðàòü âåëè÷èíó t, îïðåäåëÿþùóþ äëèíó êîäà n = 2t−
1 > 2r + 1 = δ.

2. Âûáðàòü íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì a(x) ñòåïåíè t, îïðåäå-
ëèâ òåì ñàìûì ïîëå Ft

2 = F2[x]/(a(x)) ñ íåêîòîðûì ïðè-
ìèòèâíûì ýëåìåíòîì α.

3. Íàéòè öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû ïîëÿ Ft
2 íàä F2, â êî-

òîðûå ïîïàäàþò âñå 2r íóëåé α, α2, . . ., α2r êîäà; ïóñòü
òàêèõ êëàññîâ h.

4. Íàéòè ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû

g1(x), g2(x), . . . , gh(x)

êàæäîãî öèêëîòîìè÷åñêîãî êëàññà.

5. Âû÷èñëèòü ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì êîäà

g(x) = g1(x) · g2(x) · . . . · gh(x).

Ïðèìåð 3.26. Âûáåðåì t = 3 è ïîñòðîèì íåêîòîðûå Á×Õ-êîäû
äëèíû n = 23 − 1 = 7.

Ðàññìîòðèì ïîëå Ft
2 = F3

2. Åãî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà
îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ñâîåãî ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà α ðàçîáü¼ò-
ñÿ íà 3 öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññà íàä F2 (ñì. ïðèìåð 3.21):

C0 =
{
α0 = 1 = α7

}
,

C1 =
{
α, α2, α4

}
, C2 =

{
α3, α6, α5

}
.

Îáðàçóåì F3
2 êàê ôàêòîðêîëüöî F2[x]/(a(x)) ïî èäåàëó ïðè-

ìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà a(x) = x3+x+1 ñòåïåíè t = 3. Ïîëó÷èì
ðåàëèçàöèþ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëÿ, â êîòîðîé α3 = α+1 è a(x)
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Построение БЧХ-кода. БЧХ [п,^]-код, как и любой 
циклический, задаётся порождающим полиномом 9(2), деля- 
щим бином 1" — 1, =п - 4е5 9(5), п = 2 — 1. 

Алгоритм построения двоичного кода БЧХ, 

исправляющего не менее т ошибок 

1. Выбрать величину %, определяющую длину кода п = 2 — 

1> ж+1=0. 

2. Выбрать неприводимый полином а(х) степени &, опреде- 
лив тем самым поле Е = Е5[1] /(а(1)) с некоторым при- 
митивным элементом &. 

3. Найти циклотомические классы поля Е над Р5, в ко- 

торые попадают все 2т нулей а, а?,..., а?" кода; пусть 
таких классов Й. 

4. Найти минимальные многочлены 

91 (2), 92(2), (+: 9в(7) 

каждого циклотомического класса. 

5. Вычислить порождающий полином кода 

9(2) = 91(4) - 92(т) ...: 9ь (4). 

Пример 3.26. Выберем $ = 3 и построим некоторые БЧХ-коды 

длины п = 23 —1=7. 

Рассмотрим поле Е = 23. Его мультипликативная группа 

относительно любого своего примитивного элемента а разобьёт- 

ся на 3 циклотомических класса над Ро (см. пример 3.21): 

Со = {а =1=а'"}, 

С = {а, а, о}, С = { аз, аб, а}. 

Образуем Е как факторкольцо Е5[1] /(а(1)) по идеалу при- 
митивного многочлена а(1) = 13 + т 1 степени # = 3. Получим 

реализацию рассматриваемого поля, в которой а = «+1 иа(т)
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ÿâëÿåòñÿ ì. ì. g1(x) äëÿ ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà α = x è âñåãî
êëàññà C1. Äàííîå êîíêðåòíîå ïîëå áóäåì îáîçíà÷àòü F .

Ïîñêîëüêó a(x) ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ìíîãî÷ëåíîì, òî ïî-
ëàãàåì α = x.

Äàëåå íåîáõîäèìî â çàâèñèìîñòè îò òðåáóåìîãî ÷èñëà èñ-
ïðàâëÿåìûõ îøèáîê óêàçàòü ïîëèíîì, ïîðîæäàþùèé êîä.

1.Êîä Á×Õ äëèíû n = 7, èñïðàâëÿþùèé r = 1 îøèáêó.
Â ýòîì ñëó÷àå 2r = 2 = δ−1 è íóëè êîäà α, α2 ïîïàäàþò â îäèí
öèêëîòîìè÷åñêèé êëàññ C1. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíò-
îâ ýòîãî êëàññà � g1(x) = a(x), ïîýòîìó ïîðîæäàþùèé ïîëè-
íîì g(x) = a(x), m = 3, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óæå èçâåñòíûé
[ 7, 4, 3 ]-êîä Õýììèíãà ñ d = δ (ñì. ïðèìåð 3.21).

2.Êîä Á×Õ äëèíû n = 7, èñïðàâëÿþùèé íå ìåíåå r = 2-õ
îøèáîê. Òåïåðü 2r = 4 = δ − 1. Íóëè α, α2, α3, α4 ñòðîÿùåãî-
ñÿ êîäà ïîïàäàþò â öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû C1 è C2 ïîëÿ F ,
ïîýòîìó

g(x) = g1(x) · g2(x),
ãäå g1(x) è g2(x) � ì. ì. êëàññîâ C1 è C2.

Ì. ì. äëÿ C1 èçâåñòåí: g1(x) = a(x) = x3 + x+ 1.
Íàéäåì ì. ì. äëÿ êëàññà C2:

g2(x) =
(
x− α3

) (
x− α5

) (
x− α6

)
=

= x3 +
(
α3 + α5 + α6

)
x2 +

(
α8 + α9 + α11

)
x+ α14.

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû ïåðåä ñòåïåíÿìè x â g2(x):

α3 + α5 + α6 =(α + 1) + α2(α + 1) + (α + 1)2 =

=α + 1 + α3 + α2 + α2 + 1 = α + α3 = 1,

α8 + α9 + α11 =α + α2 + α4 = α + α2 + α(α + 1) = 0,

α14 =(α7)2 = 12 = 1.

Òàêèì îáðàçîì g2(x) = x3 + x2 + 15) è

g(x) = g1(x) · g2(x) =
(
x3 + x+ 1

) (
x3 + x2 + 1

)
=

5)Ìîæíî áûëî äîãàäàòüñÿ ñðàçó: ýòî âòîðîé èç äâóõ íåïðèâîäèìûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 3 èç F2[x].
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является м. м. 91(%) для примитивного элемента, а = 1 и всего 
класса С\. Данное конкретное поле будем обозначать КГ. 

Поскольку а(1) является примитивным многочленом, то по- 

лагаем а = т. 

Далее необходимо в зависимости от требуемого числа, ис- 

правляемых опгибок указать полином, порождающий код. 

1. Код БЧХ длины п = 7, исправляющий г = 1 ошибку. 

В этом случае 2" =2 =9-—1 и нули кода а, а? попадают в один 

циклотомический класс Ст. Минимальный многочлен элемент- 

ов этого класса — 91(1) = а(х), поэтому порождающий поли- 
ном 9(2) = а(т), т = 3, и в результате получаем уже известный 
[7, 4, 3|-код Хэмминга с 4 = (см. пример 3.21). 

2. Код БЧХ длины п = 7, исправляющий не менеет = 2-х 

ошибок. Теперь 27 = 4 =6- 1. Нули а, а?, а, ай строящего- 
ся кода попадают в циклотомические классы Ст и С5 поля РК, 

Вы (=) = 912) - 9 (2), 
где 91(7) и 92(5) — м. м. классов Су и С5. 

М. м. для С! известен: 91(5) = а(т) = 23 +х +1. 
Найдем м. м. для класса Со: 

92(2) = (х—о?) (1 -а?) (1-а) = 

— 9 + (о + а? + аб) д? + (в +а’-+ а) сам. 

Вычислим коэффициенты перед степенями х в 92(5): 

о? а? + аб =(а+ +а(а+1) + (+1)? = 

=а+1+ а фа? + а +1=а+ а =1, 

о а ай =а+ а? + а^ =а+а? +а(а+1) =0, 

ай* = (а")? = 1? = 1. 

Таким образом 92(2) = 13 + 22 + 18) и 

9(%) = 91(1) : 92(5) = (2 +=+1) (2 +2+1) = 

5) Можно было догадаться сразу: это второй из двух неприводимых мно- 
гочленов степени 3 из Е2[2].
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= x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1.

Ïîëó÷àåì m = deg g(x) = 6 è k = 1, òî åñòü ïîñòðîåí êîä ñ
7-êðàòíûì ïîâòîðåíèåì, ñîäåðæàùèé âñåãî äâà êîäîâûõ ñëîâà:
[ 0 . . . 0 ] è [ 1 . . . 1 ], è èñïðàâëÿþùèé 3 îøèáêè, ò. å. ïîëó÷àåì
d = 7 > δ = 5.

Ïðèìåð 3.27. Ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü ëó÷øèå êîäû, âçÿâ
á�îëüøèå èõ äëèíû: âûáåðåì t = 4, è òîãäà äëèíà êîäà áóäåò
n = 24 − 1 = 15.

Ðàññìîòðèì ïîëå Ft
2 = F

4
2. Êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 3.24, åãî

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ñâîåãî ïðèìè-
òèâíîãî ýëåìåíòà α ðàçîáü¼òñÿ íà 5 öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ
íàä F2:

C0 = {α0 = 1 = α15 }, C1 = {α, α2, α4, α8 },
C2 = {α3, α6, α12, α9 }, C3 = { α5, α10 },

C4 = {α7, α14, α13, α11 }.

Îáðàçóåì F4
2 êàê ôàêòîðêîëüöî ïî èäåàëó ïðèìèòèâíîãî

ìíîãî÷ëåíà a(x) = x4+x+1 ñòåïåíè t = 4. Ïîëó÷èì ðåàëèçàöèþ
ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëÿ, â êîòîðîé α4 = α + 1, è a(x) ÿâëÿåòñÿ
ì. ì. g1(x) äëÿ ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà α = x è âñåãî êëàññà C1.
Äàííîå êîíêðåòíîå ïîëå áóäåì îáîçíà÷àòü äàëåå F .

1.Êîä Á×Õ äëèíû n = 15, èñïðàâëÿþùèé íå ìåíåå 2-õ
îøèáîê. Â ýòîì ñëó÷àå 2r = 4 = δ − 1, è íóëè α, α2, α3, α4 êîí-
ñòðóèðóåìîãî êîäà ðàñïîëàãàþòñÿ â öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññàõ
C1 è C2.

Ì. ì. äëÿ ýëåìåíòîâ ýòèõ êëàññîâ ñóòü: ïåðâîãî � g1(x) =
a(x), âòîðîãî �

g2(x) = (x− α3)(x− α6)(x− α9)(x− α12) = . . .

. . . = x4 + x3 + x2 + x+ 1.

Òîãäà ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì êîäà åñòü

g(x) = g1(x) · g2(x) = x8 + x7 + x6 + x4 + 1.
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= дб а ааа ++ 1. 

Получаем т = 4ез 9(х) = би К = 1, то есть построен код с 

7-кратным повторением, содержащий всего два, кодовых слова: 
[0...0]и[1... 1], и исправляющий 3 ошибки, т. е. получаем 

а=7т>9=5. 

Пример 3.27. Попытаемся построить лучшие коды, взяв 

большие их длины: выберем # = 4, и тогда длина кода будет 

п = 24 —1= 15. 

Рассмотрим поле Е = Е1. Как показано в примере 3.24, его 

мультипликативная группа относительно любого своего прими- 

тивного элемента а разобьётся на 5 циклотомических классов 

над ЕР: 

Си = {а =1=а/? }, С; = {а, а^, а^, а}, 
С — { об, аб, а, ой }, С — { аб, 0}, 

(@) — {а о, о, ай }. 

Образуем Е1 как факторкольцо по идеалу примитивного 

многочлена а(2) = 2“ 2-1 степени # = 4. Получим реализацию 
рассматриваемого поля, в которой а^ = а + 1, и а(1) является 

м. м. 91(5) для примитивного элемента, а = 5 и всего класса С1. 
Данное конкретное поле будем обозначать далее ГР. 

1. Код БЧХ длины п = 15, исправляющий не менее 2-х 

ошибок. В этом случае № =4=9-— 1, и нули а, а?, а3, а^ кон- 
струируемого кода располагаются в циклотомических классах 
Ст И Со. 

М. м. для элементов этих классов суть: первого — 91(15) = 
а(х), второго — 

92(2) = (т — а^) (2 — аб) (1 — а^)(х — а?) =... 

= ат +1. 

Тогла порождающий полином кода есть 

9(2) = 91(2) - 92(2) = а а + 20 фа +1.



118 Ãëàâà 3. Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Ïîëó÷åíî m = 8, k = 7 è, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, d = δ = 5,
òî åñòü ïîñòðîåí Á×Õ [ 15, 7, 5 ]-êîä ñî ñêîðîñòüþ R = 7/15.

2.Êîä Á×Õ äëèíû n = 15, èñïðàâëÿþùèé íå ìåíåå 3-õ
îøèáîê. Òåïåðü 2r = 6, è íóæíî íàéòè ïîëèíîì, ÿâëÿþùèéñÿ
ì. ì. äëÿ äëÿ êëàññîâ C1, C2 è C3, â êîòîðûå ïîïàäàþò íóëè
α, α2, . . . , α6 êîäà.

Ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû äëÿ C1 è C2 óæå íàéäåíû. Äà-
ëåå, î÷åâèäíî g3(x) = x2 + x + 1, ïîñêîëüêó ýòî åäèíñòâåííûé
íåïðèâîäèìûé êâàäðàòíûé ìíîãî÷ëåí íàä F2. Òîãäà ïîðîæäà-
þùèé ïîëèíîì åñòü

g(x) = g1(x) · g2(x) · g3(x) =

= x10 + x8 + x5 + x4 + x2 + x+ 1. (3.5)

Ïîëó÷åíî m = 10, k = 5, è ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî d = δ = 7.
Ýòîò [ 15, 5, 7 ]-êîä Á×Õ ïðè òîé æå äëèíå, ÷òî è ïðåäûäóùèé,
èñïðàâëÿåò áîëüøå îøèáîê, íî èìååò ìåíüøóþ ñêîðîñòü R =
1/3.

3.6 Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Äåêîäèðîâàíèå êîäà Õýììèíãà êàê ëèíåéíîãî êî-
äà ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû áûëî óæå ðàññìîòðåíî â
ðàçäåëå 3.3. Îïèøåì åù¼ îäèí ìåòîä äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâ Õýì-
ìèíãà êàê êîäîâ Á×Õ.

Â ýòîì ñëó÷àå d = 3, è íóëÿìè êîäà ÿâëÿþòñÿ α è α2, ãäå
α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ Ft

2.
Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ ïðèíÿòîãî ñëîâà w(x) âû÷èñëÿåì ñèí-

äðîì s1 = w(α) = s (ñèíäðîì s2 = w(α2) íàì íå ïîòðåáóåòñÿ.
Ïðè s = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî îøèáîê íå ïðîèçîøëî. Åñëè s ̸= 0, òî

îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå j, äëÿ êîòîðîãî αj = s è ñ÷èòàåì, ÷òî ïðî-
èçîøëà åäèíè÷íàÿ îøèáêà â j-ì ðàçðÿäå äëÿ j = 0, 1, . . . , n−1.
Ïðèìåð 3.28. Ðàññìàòðèâàåì [ 7, 4 ]-êîä Õýììèíãà, ïîñòðîåííûé
â ïðèìåðå 3.21 äëÿ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ, ãäå áûë âûáðàí ïîðîæ-
äàþùèé ïîëèíîì g(x) = x3 + x + 1 è íàéäåíî ñèñòåìàòè÷åñêîå
êîäèðîâàíèå v(x) ñîîáùåíèÿ u(x) = x3 + x2 ↔ [ 0 0 1 1 ]:
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Получено т = 8, К = Ти, как можно показать, 4 = д = 5, 

то есть построен БЧХ [15,7, 5 |-код со скоростью В = 7/15. 

2. Код БЧХ длины п = 15, исправляющий не менее 3-х 

ошибок. Теперь 2" = 6, и нужно найти полином, являющийся 

м. м. для для классов Су, С5 и СЗ, в которые попадают нули 

а, а?,..., аб кода. 
Минимальные многочлены для С1 и С5 уже найдены. Да- 

лее, очевидно 43(7) = 12 + 5 + 1, поскольку это единственный 
неприводимый квадратный многочлен над Е5. Тогда порожда- 

ющий полином есть 

9(2) = 91(т) - 92(4) - 9з(2) = 
= жабо ча?чЕчЬ. (3.5) 

Получено т = 10, К = 5, и можно показать, что (= 0 =7. 

Этот [15,5,7]-код БЧХ при той же длине, что и предыдущий, 

исправляет больше ошибок, но имеет меньшую скорость В = 

1/3. 

3.6 Декодирование кодов БЧХ 

Декодирование кода Хэмминга как линейного ко- 
да с помощью проверочной матрицы было уже рассмотрено в 

разделе 3.3. Опишем ещё один метод декодирования кодов Хэм- 

минга как кодов БЧХ. 

В этом случае а = 3, и нулями кода являются @ и а?, где 

а — примитивный элемент поля Е®. 

Для декодирования принятого слова (5%) вычисляем син- 

дром 81 = (а) = 3 (синдром 32 = ш(а?) нам не потребуется. 
При 5$ = 0 считаем, что ошибок не произошло. Если $ = 0, то 

определяем значение 1, для которого ой = 8 и считаем, что про- 

изошла единичная ошибка в /-м разряде для 7 = 0,1,..., п-1. 

Пример 3.28. Рассматриваем [7,4]-код Хэмминга, построенный 

в примере 3.21 для циклических кодов, где был выбран порож- 

дающий полином 9(5) = 13 + х + 1 и найдено систематическое 

кодирование %(1) сообщения и(т) = 13 +1? + [0011]:
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v(x) = x3u(x) + x ↔ [ 0 1 0 0 0 1 1 ].

Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å êîäîâîãî ñëîâà v(x) ïðîèçîøëà îøèáêà
â 5-é ïîçèöèè (ñ÷èòàÿ ñ 0), òî åñòü ïðèíÿòî ñëîâî

[ 0 1 0 0 0 0 1 ] ↔ w(x) = x6 + x.

Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ w(x) íàéäåì ñèíäðîì:

s = w(α) = α6 + α = . . . = α2 + 1 + α ̸= 0.

Îïðåäåëèì çíà÷åíèå j, äëÿ êîòîðîãî αj = s:

α0 = 1, α3 = α + 1,

α1 = α, α4 = α(α + 1) = α2 + α,

α2 = α2, α5 = α3 + α2 = α2 + α + 1 = s,

è 5-ÿ ïîçèöèÿ îøèáêè îïðåäåëåíà âåðíî.

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ: îáùèé ñëó÷àé. Ðàñ-
ñìîòðèì [n, k, d ]-êîä Á×Õ äëèíû n = 2t − 1 èñïðàâëÿþùèé äî
r = ⌊(d− 1)/2⌋ îøèáîê, ïðè ïîñòðîåíèè êîòîðîãî äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ïîðîæäàþùåãî ïîëèíîìà èñïîëüçîâàëîñü ïîëå

Ft
2
∼= F2[x]/(a(x)) = F, deg a(x) = t

ñ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì α.

Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å êîäîâîãî ñëîâà ïðîèçîøëî ν ⩽ r îøèáîê
â ïîçèöèÿõ j1, . . . , jν , êîòîðûå è íóæíî îïðåäåëèòü.

Òîãäà ïîëèíîì îøèáîê åñòü

e(x) = xj1 + xj2 + · · ·+ xjν .

Âû÷èñëèì ñèíäðîì ïðèíÿòîãî ïîëèíîìà w(x):

si = w(αi) = e(αi), i = 1, 2r.

Åñëè âñå îíè ðàâíû 0, òî ñ÷èòàåì, ÷òî îøèáîê íå ïðîèçîøëî.
Èíà÷å 1 ⩽ ν, è ñ ó÷¼òîì (αi)j = (αj)i çàïèøåì çíà÷åíèÿ ñèí-
äðîìîâ ÷åðåç ñòåïåíè α:

s1 = αj1 + αj2 + . . . + αjν ,
s2 = (αj1)2 + (αj2)2 + . . . + (αjν )2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
s2r = (αj1)2r + (αj2)2r + . . . + (αjν )2r.
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(т) = 23и(т) +т * [0100011]. 

Пусть при передаче кодового слова ®(1) произошла, ошибка, 
в 5-й позиции (считая с 0), то есть принято слово 

[0100001] < %(2) = 2644. 

Для декодирования ш(т) найдем синдром: 

8 = (а) = аб +а =... = о +1ч+а # 0. 

Определим значение 7, для которого о = 8: 

ао = 1, о = а+1, 

ат = а, ой = а(а +1) = а? + а, 

а? = а?, а = д -+а? = а+а+1 = 5, 

и 5-я позиция ошибки определена, верно. 

Декодирование кодов БЧХ: общий случай. Рас- 
смотрим [п, К, а]-код БЧХ длины п = 2' — 1 исправляющий до 

" = | (4—1)/2] ошибок, при построении которого для определе- 
ния порождающего полинома использовалось поле 

Е = 652] (а(2)) = Е, Чева(г) = 
с примитивным элементом &@. 

Пусть при передаче кодового слова произошло и < т ошибок 

в позициях 71, ..., Л», Которые и нужно определить. 

Тогла полином ошибок есть 

е(х) = хл д? +... т. 

Вычислим синдром принятого полинома (7): 

8 = (а) = е(а^), &= 1,9. 

Если все они равны 0, то считаем, что ошибок не произошло. 

Иначе 1 < м, ис учётом (а^)? = (а?) запишем значения син- 
дромов через степени а:
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Ýòó ñèñòåìó íàäî ðåøèòü îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ν, j1,
. . . , jν .

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ βk = αjk , k = 1, ν; ýòè âåëè÷èíû íàçû-
âàþò ëîêàòîðàìè îøèáîê. Òàêèì îáðàçîì, ëîêàòîðû îøèáîê �
ýòî ýëåìåíòû ïîëÿ Ãàëóà, äëÿ êîòîðûõ ñòåïåíü ïîðîæäàþùåãî
ýëåìåíòà ñîâïàäàåò ñ ïîçèöèåé îøèáêè. Ïåðåïèøåì ïîëó÷åí-
íóþ ñèñòåìó êàê çàâèñèìîñòè ñ ââåä¼ííûìè ïåðåìåííûìè:

s1 = β1 + β2 + . . . + βν ,
s2 = β2

1 + β2
2 + . . . + β2

ν ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
s2r = β2r

1 + β2r
2 + . . . + β2r

ν .

(S)

Ïðÿìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé íåèçâåñòíû. Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû îòûñêèâàþò,
âûïîëíÿÿ ïåðåõîä ê ÑËÀÓ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
êîýôôèöèåíòîâ ââîäèìîãî ïîëèíîìà σ(x).

Îïðåäåëèì ïîëèíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê:

σ(x) =
ν∏

k=1

(1 + βkx) = 1 + σ1x+ σ2x
2 + · · ·+ σνx

ν ,

ñ÷èòàÿ ôîðìàëüíî σ0 = 1 è σk = 0 ïðè k > ν. Êîðíÿìè åãî,
î÷åâèäíî, áóäóò âåëè÷èíû β −1

k = α−jk , k = 1, ν.

Ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ïîëèíîìà σ(x) ëîêàòîðîâ
îøèáîê è ñàìèìè ëîêàòîðàìè îïðåäåëÿåò òåîðåìà Âèåòà:

σ1 = β1 + β2 + . . . + βν ,
σ2 = β1β2 + β2β3 + . . . + βν−1βν ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
σν = β1β2 . . . βν .

(Σ)

Ñèñòåìû (S) è (Σ) çàäàþò âåëè÷èíû ñèíäðîìîâ è êîýôôè-
öèåíòîâ ïîëèíîìà ëîêàòîðîâ îøèáîê êàê çíà÷åíèÿ ñèììåòðè-
÷åñêèõ ïîëèíîìîâ: ïåðâàÿ � ñòåïåííûõ ñóìì è âòîðàÿ � ýëå-
ìåíòàðíûõ.
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Эту систему надо решить относительно неизвестных и, 71, 

5 Л. 

Введём обозначения д, = а*, К = Ти; эти величины назы- 

вают локаторами ошибок. Таким образом, локаторы ошибок — 

это элементы поля Галуа, для которых степень порождающего 

элемента совпадает с позицией ошибки. Перепишем получен- 

ную систему как зависимости с введёнными переменными: 

(5) 
82. = В" + В" +... + В". 

Прямые методы решения подобных систем нелинейных 
уравнений неизвестны. Решение данной системы отыскивают, 

выполняя переход к СЛАУ линейных уравнений относительно 

коэффициентов вводимого полинома о(т). 

Определим полином локаторов ошибок: 

и 

(1) = Па+в») = 1+ 01% + 025? +... + вл”, 
1 

считая формально оо = Ти ох = 0 при К > и. Корнями его, 

очевидно, будут величины В =а ^^, ЕТ и. 

Связь между коэффициентами полинома (т) локаторов 
ошибок и самими локаторами определяет теорема Виета: 

1 = в + № +... 4 В,, 
02 = В + ВВ +... + В,-168,, 

(>) 

Системы (5) и (У) задают величины синдромов и коэффи- 
циентов полинома локаторов ошибок как значения симметри- 
ческих полиномов: первая — степенных сумм и вторая — эле- 
ментарных.
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Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè äâóìÿ òèïàìè ñèììåòðè÷åñêèõ
ïîëèíîìîâ çàäàþòñÿòîæäåñòâàìè Íüþòîíà �Æèðàðà6), êîòî-
ðûå â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2 çàïèñûâàþòñÿ êàê

sν+1 + σ1sν + · · ·+ σν−1s2 + σνs1 = 0,

sν+2 + σ1sν+1 + · · ·+ σν−1s3 + σνs2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

s2ν + σ1s2ν−1 + · · ·+ σν−1sν+1 + σνsν = 0.

(NG)

Äàííûå ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êâàäðàòíóþ ÑËÀÓ
ïîðÿäêà ν îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ σ1, . . . , σν . Å¼ ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â âèäå

s1 s2 . . . sν
s2 s3 . . . sν+1

. . . . . . . . . . . .
sν sν+1 . . . s2ν−1

×


σν

σν−1

. . .
σ1

 =


sν+1

sν+2

. . .
s2ν

 (∗)

Ìàòðèöà ýòîé ÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ ãàíêåëåâîé: íà å¼ äèàãîíà-
ëÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ãëàâíîé, ñòîÿò ðàâíûå ýëåìåíòû.

Ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ýòà ñèñòåìà íå ìîæåò áûòü ðåøå-
íà, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ν íåèçâåñòíî. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñ-
òåìû (∗) íàçûâàþò äåêîäåðàìè.

Íàïðèìåð, äåêîäåð Ïèòåðñîíà (W. Peterson) ñîñòîèò â ïîñ-
ëåäîâàòåëüíûõ ïîïûòêàõ ðåøåíèÿ äàííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ
ν = r, r − 1, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà ìàòðèöà î÷åðåäíîé ÑËÀÓ
íå îêàæåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Ìåòîä ïðîñò è õîðîø ïðè ìàëîì
r, ïîñêîëüêó ñëîæíîñòü îáðàùåíèÿ ìàòðèöû ðàñò¼ò ïðèìåðíî
êàê êóá å¼ ðàçìåðà.

Â ëèòåðàòóðå ÷àñòî èñïîëüçóþò òåðìèí PGZ-äåêîäåð
(Ïèòåðñîíà-Ãîðåíøòåéíà-Öèðëåðà). Ýòî ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâà-
íèåì äàííîãî àëãîðèòìà Ãîðåíøòåéíîì (D. Gorenstein) è Öèð-
ëåðîì (N. Zierler) äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ íåäâîè÷íûõ êîäîâ Á×Õ
è Ðèäà �Ñîëîìîíà.

6) Ýòè òîæäåñòâà áûëè íàéäåíû Èñààêîì Íüþòîíîì îêîëî 1666 ã. Òîìó
æå âîïðîñó áûëà ïîñâÿùåíà áîëåå ðàííÿÿ ðàáîòà (1629) Àëüáåðà Æèðà-
ðà î êîòîðîé È. Íüþòîí, ïî âñåé âèäèìîñòè, íå çíàë. Òîæäåñòâà íàõîäÿò
ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè i. a. â òåîðèè Ãàëóà, òåîðèè
ãðóïï, êîìáèíàòîðèêå è äð.
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Соотношения между этими двумя типами симметрических 

полиномов задаются тождествами Ньютона — Жирара®, кото- 

рые в поле характеристики 2 записываются как 

бит + 015, + ``. 9,182 + 9,81 = 0, 

Зи+2 + От, + ++: + 9,183 + 082 = 0, (№@) 

82, + 0182,1 + ***- б,—13,4а + @,Зь = 0. 

Данные равенства, представляют собой квадратную СЛАУ 

порядка и относительно неизвестных 01, ..., 0». Вё можно пе- 

реписать в виде 

51 52 ... би О Зи+1 

5 5 ... 9 Оу 5 2 3 и-1 х и-1 — и-2 (*) 

Зи, Зуи -.. 92-1 1 52, 

Матрица этой СЛАУ является ганкелевой: на её диагона- 

лях, перпендикулярных главной, стоят равные элементы. 

Стандартными методами эта, система не может быть реше- 
на, поскольку значение и неизвестно. Алгоритмы решения сис- 

темы (*) называют декодерами. 

Например, декодер Питерсона (17. Реетзоп) состоит в пос- 

ледовательных попытках решения данных соотношений для 

и =тт-1,... до тех пор, пока матрица очередной СЛАУ 

не окажется невырожденной. Метод прост и хорош при малом 

т, поскольку сложность обращения матрицы растёт примерно 

как куб её размера. 

В литературе часто используют термин РС2-декодер 

(Питерсона-Горенитейна-Цирлера). Это связано с использова- 

нием данного алгоритма Горенштейном (О. Сотепяет) и Цир- 
лером (№. Мещег) для декодирования недвоичных кодов БЧХ 

и Рида- Соломона. 

6) Эти тождества были найдены Исааком Ньютоном около 1666 г. Тому 

же вопросу была посвяшена более ранняя работа, (1629) Альбера Жира- 

ра о которой И. Ньютон, по всей видимости, не знал. Тождества, находят 

применение во многих областях математики 1. а. в теории Галуа, теории 

групп, комбинаторике и др.
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Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ëþáîãî äåêîäåðà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì ëî-
êàòîðîâ îøèáîê σ(x), ñòåïåíü êîòîðîãî åñòü ÷èñëî ðåàëüíî ïðî-
èçîøåäøèõ îøèáîê ν = deg σ(x).

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïîëèíîìà ëîêàòîðîâ îøèáîê íóæíî
îòûñêàòü âñå ν åãî êîðíåé. Ýòî ìîæíî âûïîëíèòü ïåðåáîðîì
ýëåìåíòîâ α, α2, . . . ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F ∗.

Ïî íàéäåííûì êîðíÿì σ(x) ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ îïðåäåëèòü
ïîçèöèè îøèáîê: åñëè αℓ � êîðåíü σ(x), òî ïîçèöèÿ îøèáêè j
åñòü

j = −ℓ (mod n).

Àëãîðèòì I-ãî ýòàïà äåêîäèðîâàíèÿ

[n, k, d ]-êîäà Á×Õ

ñ íóë¼ì êîäà α èç ïîëÿ F = F2[x]/(a(x)) ∼= Ft
2, deg a(x) = t è

ïðèíÿòîãî ñëîâà w(x) ∈ F2[x], degw(x) = n = 2t − 1 > d.

1. Íàéòè âñå ñèíäðîìû si = w(αi), i = 1, d− 1; åñëè âñå îíè
ðàâíû 0, òî ñ÷èòàåì, ÷òî îøèáîê íåò, v(x) = w(x) è ïåðå-
õîäèì ê ïóíêòó 6.

2. Èñïîëüçóÿ òîò èëè èíîé äåêîäåð, íàéòè ïîëèíîì ëîêàòî-
ðîâ îøèáîê σ(x); ÷èñëî ν ïðîèçîøåäøèõ îøèáîê ðàâíî
åãî ñòåïåíè.

3. Íàéòè âñå êîðíè σ(x), íàïðèìåð, ïåðåáîðîì âñåõ ýëå-
ìåíòîâ F ∗; ïóñòü ýòè êîðíè ñóòü αℓ1 , . . . , αℓν .

4. Íàéòè ïîçèöèè îøèáîê ji ≡n −ℓi, i = 1, ν.

5. Íàéòè ïîëèíîì îøèáîê e(x) = xj1 + . . .+ xjν è âîññòàíî-
âèòü êîäîâîå ñëîâî v(x) = w(x) + e(x).

6. Ïî v(x) âîññòàíîâèòü ñîîáùåíèå u(x).

Äåêîäåð Ñóãèÿìû. Äàííûé äåêîäåð, ðàçðàáîòàííûé â
1975 ã. ßñóî Ñóãèÿìîé (Yasuo Sugiyama), áàçèðóåòñÿ íà îáîá-
ù¼ííîì àëãîðèòìå Åâêëèäà7) è åãî ÷àñòî âûáèðàþò ïðè àïïà-
ðàòíîé ðåàëèçàöèè äåêîäåðîâ.

7)Îí ñîçäàâàëñÿ äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâ Ðèäà �Ñîëîìîíà, íî Á×Õ-
êîäû ÿâëÿþòñÿ èõ ïîäêëàññîì.
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Результатом работы любого декодера является полином ло- 

каторов ошибок о(х), степень которого есть число реально про- 

изошедших ошибок и = 4ес (т). 

После нахождения полинома локаторов ошибок нужно 
отыскать все и его корней. Это можно выполнить перебором 
элементов а, а?,... мультипликативной группы Ё*. 

По найденным корням 0(1) легко определяются определить 
позиции оптибок: если а" — корень 0(7), то позиция ошибки 1 

бетЬ 1=-6 (мо4п). 

Алгоритм 1-го этапа декодирования 

[п, К, а]-кода БЧХ 

с нулём кода а из поля Р = Е5[1] /(а(х)) = ЕЪ, 4еза(12) =фи 
принятого слова (1) Е Е-[1], 4ев (1) = п = 2 —1> 4. 

1. Найти все синдромы 8; = 4(а), # = 1,а- 1; если все они 

равны 0, то считаем, что ошибок нет, %(5) = (1) и пере- 
ходим к пункту 6. 

2. Используя тот или иной декодер, найти полином локато- 

ров ошибок 0(7т); число и произошедших опгибок равно 

его степени. 

3. Найти все корни 0(1), например, перебором всех эле- 

ментов Е*; пусть эти корни суть ай,..., а^. 

4. Найти позиции ошибок д =„ —6, &=1,и. 

Найти полином ошибок е(1) = 2” +...+ 17” и восстано- 
вить кодовое слово (5) = (1) + е(т). 

6. По %(1) восстановить сообщение (57). 

Декодер Сугиямы. Данный декодер, разработанный в 

1975 г. Ясуо Сугиямой (Уазио Зивлуата), базируется на обоб- 

щённом алгоритме Евклида”) и его часто выбирают при апна- 

ратной реализации декодеров. 

7) Он создавался для декодирования кодов Рида- Соломона, но БЧХ- 

коды являются их подклассом.
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Îïðåäåëèì ñèíäðîìíûé ïîëèíîì

s(x) = 1 + s1x+ s2x
2 + . . .+ s2rx

2r,

ãäå si � ñèíäðîìû, i = 1, 2r è, ôîðìàëüíî, s0 = 1 è si = 0 ïðè
i > 2r.

Ïåðåìíîæèâ ââåä¼ííûå ïîëèíîìû, ïîëó÷èì ïîëèíîì çíà-
÷åíèé îøèáîê (íàä F):

Λ(x) = s(x)σ(x) = 1 + λ1x+ λ2x
2 + . . .+ λ2r+νx

2r+ν .

Åãî êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì äëÿ ïðîèçâå-
äåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ �

λi =
i∑

j=0

σjsi−j, i = 1, . . . , 2r + ν.

Çàìå÷àåì, ÷òî çíà÷åíèÿ λi ïî äàííîé ôîðìóëå äëÿ
i = ν + 1, . . . , 2r ñóòü ëåâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé Íüþòîíà �
Æèðàðà (NG), òî åñòü âñå îíè ðàâíû 0. Çíà÷èò ïîëèíîì çíà÷å-
íèé îøèáîê Λ(x) èìååò íóëåâóþ ¾ñðåäíþþ ÷àñòü¿.

Îáîçíà÷èì åãî íà÷àëüíóþ ÷àñòü λ(x), à èç çàêëþ÷èòåëüíîé
âûíåñåì çà ñêîáêó x2r+1:

s(x)σ(x) = 1 + λ1x+ λ2x
2 + . . .+ λνx

ν︸ ︷︷ ︸
λ(x)

+

+ x2r+1
(
λ2r+1 + . . .+ λ2r+νx

ν−1
)︸ ︷︷ ︸

b(x)

, 1 ⩽ ν ⩽ r.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

s(x)σ(x) = λ(x) (mod x2r+1). (3.6)

Äàííîå ñîîòíîøåíèå íàçûâàþò êëþ÷åâûì óðàâíåíèåì Ïà-
äý8). Åãî ðåøåíèå σ(x) ïðè ν ⩽ r åäèíñòâåííî.

Óðàâíåíèå (3.6) èìååò âèä (2.1), ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü åãî
â âèäå ñîîòíîøåíèÿ Áåçó

s(x)σ(x) + x2r+1b(x) = λ(x),

8)Àíðè Ýæåí Ïàäå, Henri Eugene Pade, 1863�1953 �ôðàíöóçñêèé ìàòå-
ìàòèê.
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Определим синдромный полином 

2 2 8(т) = 1+ 315 + 8257 +... 922“, 

где 8; — синдромы, 1 = 1,2т и, формально, 50 = 1 и 8; = 0 при 

> 27. 

Перемножив введённые полиномы, получим полином зна- 

чений ошибок (над Е): 

Л(2) = 8(1)0(1) = 1+ Ма + Ход? + Ань". 

Его коэффициенты определяются соотношением для произве- 

дения многочленов — 

Й 

А; = › 97584—7) 1=1,.... Ж-И. 

1=0 

Замечаем, что значения АЛ; по данной формуле для 

= и+Т1...., 2т суть левые части соотношений Ньютона— 

Жирара (№С), то есть все они равны 0. Значит полином значе- 

ний ошибок Л(2) имеет нулевую «среднюю часть». 
Обозначим его начальную часть А(1), а из заключительной 

вынесем за, скобку 22"; 

8(2)0(т) = 1+ Ме - Ла? +... Лу" + 

хе) 
+ а" (+1 +...+ Ачь" "), 1 < и < т. 

х „ 

Ь(=) 

Это означает, что справедливо сравнение 

5(2)0(т) = Л(т) (тоа 27" +"). (3.6) 

Данное соотношение называют ключевым уравнением Па- 
92%). Его решение о(т) при и < г единственно. 

Уравнение (3.6) имеет вид (2.1), что позволяет записать его 
в виде соотношения Безу 

8(2)0(х) + 1" (х) = Л(т), 

8) Анри Эжен Паде, Непа Еаеепе Раде, 1863—1953 —французский мате- 

матик.
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êîòîðîå ìîæåò áûòü ðåøåíî îáîáù¼ííûì àëãîðèòìîì Åâêëèäà
â êîëüöå F2[x]/(x

2r+1) ñ óñëîâèåì îñòàíîâà ¾ñòåïåíü î÷åðåäíîãî
îñòàòêà íå áîëåå r¿ è îïóñêàíèåì çàêëþ÷èòåëüíîãî øàãà íîð-
ìèðîâêè (ñì. ñ. 52).

Ïðèìåð 3.29. Ðàññìàòðèâàåì [ 15, 5, 7 ]-êîä Á×Õ ñ ïîëåì ðàçëî-
æåíèÿ F2[x]/(x

4 + x+ 1) = F , ïîñòðîåííûé â ï. 2 ïðèìåðà 3.27.
Ïðè âû÷èñëåíèÿõ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöåé ñî ñ. 46.

Ïóñòü ïåðåäà¼òñÿ ñîîáùåíèå

u = [ 0 1 1 0 1 ] ↔ u(x) = x4 + x2 + x .

Ïðè ñèñòåìàòè÷åñêîì êîäèðîâàíèè ïîðîæäàþùèì ïîëèíî-
ìîì (îí áûë îïðåäåë¼í ðàíåå)

g(x) = g1(x) · g2(x) · g3(x) = x10 + x8 + x5 + x4 + x2 + x+ 1,

è ñîîòâåòñòâóþùèì êîäîâîì ñëîâîì, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, áóäåò

v = [ 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 ].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ïåðåäà÷å îøèáêè ïðîèçîøëè â 0-, 6-
è 12-é ïîçèöèÿõ, òî åñòü ïðèíÿòî ñëîâî

w = [ 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 ],

èëè â âèäå ïîëèíîìà �

w(x) = x14 + x11 + x8 + x6 + x4 + x3 + x2 + x+ 1.

1. Íàéä¼ì âñå d− 1 = 6 êîìïîíåíò ñèíäðîìà:

s1 = w(α) = (α3 + 1︸ ︷︷ ︸
α14

) + (α3 + α2 + α︸ ︷︷ ︸
α11

) + (α2 + 1︸ ︷︷ ︸
α8

)+

+ (α3 + α2︸ ︷︷ ︸
α6

) + (α + 1︸ ︷︷ ︸
α4

) + α3 + α2 + α + 1 = α,

s2 = w(α2) = (w(α))2 = s21 = α2,

s3 = w(α3) = . . . = α8,

s4 = w(α4) = s41 = α4,

s5 = w(α5) = . . . = 1,

s6 = w(α6) = s23 = α16 = α.
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которое может быть решено обобщённым алгоритмом Евклида 

в кольце Е>[2] /(12" +") с условием останова «степень очередного 
остатка не более т» и опусканием заключительного шага нор- 
мировки (см. с. 52). 

Пример 3.29. Рассматриваем [15, 5,7 |-код БУХ с полем разло- 

жения Е5[4]| /(1^ + т + 1) = РЁ, построенный в п. 2 примера 3.27. 
При вычислениях удобно пользоваться таблицей со с. 46. 

Пусть передаётся сообщение 

и = [01101] < ч(2) = 2-22 +. 

При систематическом кодировании порождающим полино- 

мом (он был определён ранее) 

9(2) = 91(2) : 92(2) : 93 (2) = аб и +1, 

и соответствующим кодовом словом, как можно показать, будет 

и = [0111100010011011. 

Предположим, что при передаче ошибки произошли в (-, 6- 

и 12-й позициях, то есть принято слово 

ш = [111110101001001 |, 

или в виде полинома — 

и (т) = И чтИ а аб ча а т+1. 

1. Найдём все 4-— 1 = 6 компонент синдрома: 

81 = (а) = (+1) + (2+ а? + а) + (+ 1+ 
14 11 8 

+ (а + а?) + (а 1) + а а? +а+1 = а, 
—_— —_— 

52 = ш(а”) = (и(а)) = я= а”, 
83 = ш(а) = = а, 

ва = (а) = 81 = а^, 

85 = ш(а?) = = 1, 

(о)
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Òàêèì îáðàçîì, ñèíäðîìíûé ïîëèíîì åñòü

s(x) = αx6 + x5 + α4x4 + α8x3 + α2x2 + αx+ 1.

2. Ïðèìåíÿÿ äåêîäåð Ñóãèÿìû, ðåøèì îòíîñèòåëüíî σ(x)
ñîîòíîøåíèå Áåçó

x7 b(x) + s(x)σ(x) = λ(x).

Øàã 0. r−2(x) = x7, // Èíèöèàëèçàöèÿ
r−1(x) = s(x),
σ−2(x) = 0, σ−1(x) = 1.

Øàã 1. r−2(x) = r−1(x)q0(x) + r0(x),

q0(x) = α14x+ α13,
r0(x) = α8x5 + α12x4 + α11x3 + α13,

deg r0(x) = 5 > 3 = r,

σ0(x) = q0(x).

Øàã 2. r−1(x) = r0(x)q1(x) + r1(x),

q1(x) = α8x+ α2,

r1(x) = α14x4 + α3x3 + α2x2 + α11x,
deg r1(x) = 4 > 3 = r,

σ1(x) = σ−1(x) + σ0(x)q1(x) =

= α7x2 + α11x.

Øàã 3. r0(x) = r1(x)q2(x) + r2(x),

q2(x) = α9x,
r2(x) = α5x+ α13,

deg r2(x) = 1 ⩽ 3 = r,

σ2(x) = σ0(x) + σ1(x)q2(x) =

= αx3 + α5x2 + α14x+ α13.

Ýòî ïîñëåäíèé øàã äåêîäåðà, òàê êàê ñòåïåíü îñòàòêà r2(x)
íå ïðåâîñõîäèò r = 3. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåí ïîëèíîì ëîêàòî-
ðîâ îøèáîê

σ(x) = σ2(x) = αx3 + α5x2 + α14x+ α13

è óñòàíîâëåíî èõ êîëè÷åñòâî ν = deg σ(x) = 3.
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Таким образом, синдромный полином есть 

5(т) = аб + 2? + ай" + ад + аб? + ах + 1. 

2. Применяя декодер Сугиямы, решим относительно 0(1) 
соотношение Безу 

а" (2) + з(2)о(т) = А(т). 

Шаг 0. ‚ // Инициализация 

Шаг 1. т_2(%) = т_1(5)90(5) + то(х), 

— а + ой2ай + а1а8 + ай, 

Чех то(2) =5>3=т, 

00(2) = 40(1). 

Шаг 2. тг_1(5) = т0(2)91(%) + тих), 

@(т) = ах + а?, 

т1(1) = а + аЗ13 + а? + ат, 
ей т1(5) =4>3=г, 

о1(1) = @_—1(1) + 00(2)41(1) = 

Шаг 3. то(х) = т1(2)42(х) + т2(х), 

02(т) = 00(4) + 01(2)42(т) = 
= а23 + аб? + а\т + а. 

Это последний шаг декодера, так как степень остатка т2(5) 

не превосходит т = 3. Таким образом, найден полином локато- 

ров ошибок 

с(1) = д5(2) = ал? + а’? + ат + а 

и установлено их количество и = 4её (1) = 3.
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3. Íàéä¼ì êîðíè σ(x) ïåðåáîðîì ýëåìåíòîâ F ∗.

σ(α) =α4 + α7 + 1 + α13 = α2 ̸= 0;

σ(α2) =α7 + α9 + α + α13 = α3 + α2 + α ̸= 0;

σ(α3) =α10 + α11 + α17 + α13 =

=
(
α2 + α + 1

)
+
(
α3 + α2 + α

)
+ α2+

+
(
α3 + α2 + 1

)
= 0.

Ïåðâûé êîðåíü α3 ïîëèíîìà σ(x) íàéäåí. Äàëåå ïåðåáèðàÿ
α4, α5, . . . , α15, íàõîäèì åù¼ äâà êîðíÿ:

σ(α9) =α13 + α8 + α8 + α13 = 0,

σ(α15) =α + α5 + α14 + α13 = 0.

4. Ïî íàéäåííûì êîðíÿì α3, α9, α15 âû÷èñëÿåì ïîçèöèè
îøèáîê:

j1 = −3 ≡15 12, j2 = −9 ≡15 6, j3 = −15 ≡15 0.

5. Ïîëèíîì îøèáîê e(x) = x12 + x6 + 1 îïðåäåë¼í è ïåðå-
äàííîå êîäîâîå ñëîâî åñòü

v(x) = w(x) + e(x) ↔ [ 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1
u

].

Ïîñêîëüêó ïðèìåíÿëîñü ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå, II-é
ýòàï äåêîäèðîâàíèÿ ýëåìåíòàðåí: èñõîäíîå ñîîáùåíèå åñòü u =
[ 0 1 1 0 1 ].

Êîäû Á×Õ: ðåçþìå. Êîäû Á×Õ èñïîëüçóþòñÿ äîâîëü-
íî øèðîêî, ÷òî îáóñëîâëåíî ñëåäóþùèìè îñíîâíûìè ïðè÷èíà-
ìè.

1. Äëÿ âûáîðà ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè ïîñòðîåíèè
Á×Õ-êîäîâ ñîñòàâëåíû ñïåöèàëüíûå òàáëèöû.

Õîðîøèå êîäû Á×Õ íåáîëüøîé äëèíû ñóùåñòâóþò, íî,
êàê ïðàâèëî, íå ëó÷øèå èç èçâåñòíûõ.
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3. Найдём корни 0(1) перебором элементов Ё*. 

в(а) = ча’ +1 а? = а? # 0; 

с() =а' + а -а+а? = ба -а # 0; 

0(аз) =а ай -+а" + а? = 

= (а +а+1) + (а +а? +а) +а+ 
+ (++ 1) = 0. 

3 Первый корень а” полинома о(т) найден. Далее перебирая 
5 15 ой, @,..., а, находим ещё два, корня: 

0(о?) = а? + а + аб фа? = 0, 

д(а?) =а+ а а“ + а” = 0. 

4. По найденным корням @3, а?, о? вычисляем позиции 

ошибок: 

Л = -—3 =15 12, 12 =-—9 =15 6, 73 = —15 =15 0. 

5. Полином ошибок е(т) = 11? + 18 + 1 определён и пере- 

данное кодовое слово есть 

%(х) = 4(х) + е(1) + [0111100010 01101]. 
К 

Поскольку применялось систематическое кодирование, П-й 

этап декодирования элементарен: исходное сообщение есть и = 

[01101]. 

Коды БЧХ: резюме. Коды БЧХ используются доволь- 
но широко, что обусловлено следующими основными причина- 
МИ. 

1. Для выбора примитивных многочленов при построении 

БЧХ-кодов составлены специальные таблицы. 

Хорошие коды БЧХ небольшой длины существуют, но, 

как правило, не лучшие из известных.
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2. Ðàçðàáîòàíû äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûå ìåòîäû äåêîäèðî-
âàíèÿ Á×Õ-êîäîâ (Ôîðíè, Áåðëåêýìïà �Ìýññè, Ïèòåðñî-
íà �Ãîðåíñòåéíà �Öèðëåðà, Ñóãèÿìû, ...).

Ïðè ýòîì íèêàêèõ áîëåå ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ âû÷èñ-
ëåíèÿ ïîçèöèé îøèáîê, êðîìå ïîëíîãî ïåðåáîðà êîðíåé
è íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ, îáðàòíûõ ê íàéäåííûì ëîêàòî-
ðàì (ò. í. ïðîöåäóðà ×åíÿ) äî ñèõ ïîð íå îòêðûòî.

3. Â ìåòîäè÷åñêîì ïëàíå êîäû Á×Õ îáëàäàþò îòíîñèòåëüíî
ïðîñòîé è ÿñíîé êîíñòðóêöèåé, ÷òî îáëåã÷àåò ïîíèìàíèå
ìíîãèõ äðóãèõ âèäîâ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ.

Óêàçàííûå äîñòîèíñòâà êîäîâ Á×Õ, êàçàëîñü áû, çàêðûâà-
þò ïðîáëåìó âûáîðà ïîìåõîóñòîé÷èâûõ êîäîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ
çàäà÷. Îäíàêî êîäû Á×Õ ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïëîõèìè:
ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû n êîäîâîãî ñëîâà êàê ñêîðîñòü êîäà k/n,
òàê è îòíîøåíèå d/n ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Èçâåñòíûé àìåðèêàíñêèé ó÷¼íûé â îáëàñòè êîäèðîâàíèÿ
Ýëâèí Áåðëåêåìï (Elwyn Berlekamp, 1940�2019) â ñâîåé êëàñ-
ñè÷åñêîé ìîíîãðàôèè Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ ïè-
øåò: ¾Èñòèííîå äîñòîèíñòâî êîíñòðóêöèè Áîóçà �×îóäõóðè �
Õîêâèíãåìà ñîñòîèò íå â òåîðåìå î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äàííîãî
t ìîæíî ïîñòðîèòü êîäû ñ èñïðàâëåíèåì t îøèáîê. ... Âàæíåé-
øåå ñâîéñòâî Á×Õ-êîäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò èñ-
ïðàâèòü t îøèáîê (è ìíîãèå îøèáêè áîëåå âûñîêîé êðàòíîñòè)
ñ ïîìîùüþ ëåãêî ðåàëèçóåìîãî àëãîðèòìà¿.

Êðóïíåéøåìó ñïåöèàëèñòó â îáëàñòè òåîðèè èíôîðìàöèè
Ïèòåðó Ýëàèñó (Peter Elias, 1923�2001), îòêðûâøåìó â 1955 ã.
ñâ¼ðòî÷íûå êîäû, ïðèíàäëåæèò ôðàçà: ¾ß ìîãó ïðåäëîæèòü ñè-
ñòåìó êîäèðîâàíèÿ ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ ïðî-
ïóñêà îøèáêè, íî ÿ íå óâåðåí, ÷òî ìîé ïðàâíóê äîæä¼òñÿ å¼
äåêîäèðîâàíèÿ¿.

Äëÿ èñïðàâëåíèÿ îøèáîê ñåé÷àñ, êàê ïðàâèëî, ïðèìåíÿþò
êîäû Ðèäà �Ñîëîìîíà, ñïîñîáíûå èñïðàâëÿòü ïàêåòû îøèáîê
(burst error) çàìåùåíèÿ. Ýòî ïðèíöèïèàëüíî íåäâîè÷íûå êîäû,
ÿâëÿþùèåñÿ ïîäêëàññîì íåäâîè÷íûõ êîäîâ Á×Õ.

Êîäû Ðèäà �Ñîëîìîíà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ âîñ-
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2. Разработаны достаточно эффективные методы декодиро- 

вания БЧХ-кодов (Форни, Берлекэмпа-— Мэсси, Питерсо- 

на- Горенстейна-— Цирлера, Сугиямы, ...). 

При этом никаких более эффективных способов вычис- 

ления позиций ошибок, кроме полного перебора корней 

и нахождения элементов, обратных к найденным локато- 

рам (т. н. процедура Ченя) до сих пор не открыто. 

3. В методическом плане коды БЧХ обладают относительно 

простой и ясной конструкцией, что облегчает понимание 

многих других видов циклических кодов. 

Указанные достоинства кодов БЧХ, казалось бы, закрыва- 

ют проблему выбора помехоустойчивых кодов для различных 

задач. Однако коды БЧХ являются асимптотически плохими: 

с увеличением длины п кодового слова как скорость кода к/п, 

так и отношение 4/® стремятся к нулю. 

Известный американский учёный в области кодирования 

Элвин Берлекемпт (Еилт Вецекатр, 1940-2019) в своей клас- 

сической монографии Алгебраическая теория кодирования пи- 

шет: «Истинное достоинство конструкции Боуза- Чоудхури— 

Хоквингема состоит не в теореме о том, что для любого данного 

ф можно построить коды с исправлением % ошибок. ... Важней- 

шее свойство БЧХ-кодов состоит в том, что они позволяют ис- 

править { ошибок (и многие ошибки более высокой кратности) 

с помощью легко реализуемого алгоритма». 

Крупнейшему специалисту в области теории информации 

Питеру Элаису (Реает Ейаз, 1923—2001), открывшему в 1955 г. 

свёрточные коды, принадлежит фраза: «Я могу предложить си- 

стему кодирования со сколь угодно малой вероятностью про- 

пуска ошибки, но я не уверен, что мой правнук дождётся её 

декодирования». 

Для исправления ошибок сейчас, как правило, применяют 

коды Рида - Соломона, способные исправлять пакеты ошибок 

(Бигзф еггог) замещения. Это принципиально недвоичные коды, 

являющиеся подклассом недвоичных колов БЧХ. 

Коды Рида- Соломона могут быть использованы для вос-
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ñòàíîâëåíèÿ ïîòåðÿííûõ ñèìâîëîâ â êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ ïåðå-
äà÷è èíôîðìàöèè. Îäíàêî äëÿ ýòèõ öåëåé â ïîñëåäíåå âðåìÿ
ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëüíûå ôîíòàííûå êîäû, èñïîëüçóþùèå íå
àëãåáðàè÷åñêîå, ñòîõàñòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå ïàêåòîâ äàííûõ.
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становления потерянных символов в компьютерных сетях пере- 

дачи информации. Однако для этих целей в последнее время 

разработаны специальные фонтанные коды, использующие не 

алгебраическое, стохастическое кодирование пакетов данных.
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Ãëàâà 4

Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèé

Ïîéà

4.1 Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïóñòü äàíû:

� ãðóïïà ⟨G, ◦, e ⟩, |G| = n;

� ìíîæåñòâî T , |T | = N > 0.

� Bij(T ) � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ T (áè-
åêöèé íà T ).

� ST � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ìíîæåñòâà T :

ST = ⟨Bij(T ), ∗, 1T ⟩.

Äàäèì äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèÿ α ãðóïïû
G íà ìíîæåñòâå T ; ñèìâîëè÷åñêè G :

α
T .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hom (G1, G2 ) ìíîæåñòâî ãîìîìîðôèçìîâ
èç ãðóïïû G1 â ãðóïïó G2 (î ãîìîìîðôèçìàõ ãðóïï ñì. ñ. 13).

Îïðåäåëåíèå 4.1 (I). α ∈ Hom (G, ST ).

Îïðåäåëåíèå 4.2 (II). α = ⟨G, T ; ◦, ▷, e, 1T ⟩ � äâóõîñíîâíàÿ
àëãåáðà ñ íîñèòåëÿìè G è T , ãäå

G×G
◦→ G � ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ;

G× T
▷→ T � íîâàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ.

Àêñèîìû äëÿ îïåðàöèé:

1. e ▷ t = t; 2. (g ◦ h) ▷ t = h ▷ (g ▷ t).
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Глава 4 

Теория перечислений 

Пойа 

4.1 Действие группы на множестве 

Пусть даны: 

группа (С, о, е), |С| = п; 

множество Т, |Т| = М > 0. 

» В1/(Т) — множество всех перестановок элементов Т` (би- 
екций на Т). 

® от — симметрическая группа множества Т: 

5т = (ВАДТ), *, 11). 

Дадим два эквивалентных определения действия а группы 

С на множестве Т; символически С’: Т. 
[63 

Обозначим через Нот (Ст, С5 ) множество гомоморфизмов 
из группы С! в группу С (о гомоморфизмах групп см. с. 13). 

Определение 4.1 (1). аЕ Нощ (С, 5т). 

Определение 4.2 (1). а = (С, Т;о,ь,е, 1т) — двухосновная 

алгебра с носителями Си Т, где 

ах С - С — групповая операция; 

СхтТ > Т — новая некоммутативная операция. 

Аксиомы для операций: 

Т.ерё = В 2. (дов)ьё = №р (9Р8.
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Çàïèñü îïåðàöèè ▷: g(t) = t ′.
Òîãäà àêñèîìû: e(t) = t è (g ◦ h)(t) = h(g(t)).

Ýëåìåíòû g ãðóïïû G ïîðîæäàþò ïåðåñòàíîâêè íà T , îá-
ëàäàþùèå óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè.

Äåéñòâèå α ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå T íàçûâàþò ýôôåêòèâ-
íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ïåðåñòàíîâîê g, h ∈ G, g ̸= h ñóùåñò-
âóåò ýëåìåíò t ∈ T òàêîé, ÷òî g(t) ̸= h(t). Òðèâèàëüíîå äåéñòâèå
∀ g ∈ G : α(g) = 1T íåýôôåêòèâíî.

Äëÿ äàííîé ïåðåñòàíîâêè g:

Ââåä¼ì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼g íà T �

t ∼g t
′ ⇔ ∃ k ∈ Z : gk(t) = t ′

Ðåôëåêñèâíîñòü (R), ñèììåòðè÷íîñòü (S) è òðàíçèòèâíîñòü
(T) îòíîøåíèÿ ∼g ëåãêî ïîêàçûâàþòñÿ.

Ñìåæíûå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ∼g íàçûâàþòñÿ g-
öèêëàìè: ýëåìåíòû ýòèõ êëàññîâ îáðàçóþò öèêëû:

t
g→ t′

g→ . . .
g→ t, è ó êàæäîãî ýëåìåíòà �

ïî åäèíñòâåííîé âõîäÿùåé è èñõîäÿùåé ñòðåëêå.

Îáîçíà÷åíèÿ:

� ν1, ν2, . . . , νN � êîëè÷åñòâà öèêëîâ äëèíû 1, 2, . . . , N ;
� ⟨ ν1, ν2, . . . , νN ⟩ = Type(g) � òèï ïåðåñòàíîâêè

g � óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü ÷èñëà öèêëîâ äëèíû
1, 2, . . . , N ñîîòâåòñòâåííî;

� C(g) � ÷èñëî âñåõ g-öèêëîâ (êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
∼g).

Ïîíÿòíî, ÷òî
N∑
k=1

νk(g) = C(g) è
N∑
k=1

k · νk(g) = N .

Ïðèìåð 4.3. Ïóñòü T = { 1, . . . , 10 } è

g =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 6 1 8 5 2 7 10 3 4

)
=

= (1, 9, 3)(2, 6)(4, 8, 10)(5)(7) = (2, 6)(1, 9, 3)(4, 8, 10).

Òîãäà Type(g) = ⟨ 2, 1, 2, 0, . . . , 0 ⟩ è
C(g) = 2 + 1 + 2 = 5,

∣∣T ∣∣ = 2 · 1 + 1 · 2 + 2 · 3 = 10.
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Запись операции Р: 9(Р) =Ё.. 
Тогда аксиомы: е(®) =фи (до1)(Ё) = 1(9(1)). 

Элементы 9 группы С’ порождают перестановки на, Т’, об- 

ладающие указанными свойствами. 

Действие а группы С на множестве Т называют эффектив- 

ным, если для любых двух перестановок 9, В Е С, д = й сущест- 

вует элемент # Е Т такой, что 9(#) = №(®. Тривиальное действие 
УчЕС : а(49) = 1т неэффективно. 

Для данной перестановки д: 

Введём отношение эквивалентности ^^. на Г — 

ЕЁ © ЗЕЕЙ: 9 =Е 

Рефлексивиость (В), симметричность (3) и транзитивность 
(Т) отношения ^>, легко показываются. 

Смежные классы эквивалентности ^>, называются 9- 
циклами: элементы этих классов образуют циклы: 

9 9 9 
>... > = иу каждого элемента — 

по единственной входящей и исходящей стрелке. 

Обозначения: 

® 11, 12,..., Им — количества циклов длины 1,2,..., М; 

® (м1...) = Туре(9) — тип перестановки 

9 — упорядоченная совокупность числа циклов длины 
1, 2,..., М соответственно; 

® (С(9) — число всех д-циклов (классов эквивалентности 

а). 
м м 

Понятно, что > и.(9) =С(9) и УК: (9) = М. 
&—1 1 

Пример 4.3. Пусть Т={1..., 0}и 

(12345678 90\_ 
У 9б18527 ю34]- 

= (1,9,3)(2, 6) (4, 8, 10)(5)(7) = (2,6)(1,9, 3) (4, 8, 10). 

Тогла Туре(9) = (2, 1,2,0,...,0)и 

С(=2+1+2=5, |Т|=2.1+1.2+2.3=1.
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Ïî âñåé ãðóïïå G:

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼G íà T �

t ∼G t ′ ⇔ ∃ g ∈ G : g(t) = t′.

Ñâîéñòâà (R), (S) è (T) îòíîøåíèÿ ∼G î÷åâèäíû.

� Êëàññû ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþò îðáèòàìè; îíè
îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà T .

� Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, â êîòîðóþ ïîïàäàåò ýëåìåíò t
îáîçíà÷àåì Orb (t).

� ×èñëî ïîëó÷èâøèõñÿ îðáèò � C(G).

Åñëè C(G) = 1 (ëþáîé ýëåìåíò T ìîæåò áûòü ïåðåâåä¼í â ëþ-
áîé), òî äåéñòâèå G :

α
T íàçûâàþò òðàíçèòèâíûì.

Ôèêñàòîð ïåðåñòàíîâêè è ñòàáèëèçàòîð ýëåìåí-
òà ìíîæåñòâà. Âûÿñíèì, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

g(t) = t.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ, â êîòîðûõ ïîëàãàåì çàäàí-
íûì ëèáî t, ëèáî g.

1. Ôèêñèðóåì g, ò. å. íàõîäèì âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà T ,
êîòîðûå äàííàÿ ïåðåñòàíîâêà îñòàâëÿåò íà ìåñòå � ýòî
ôèêñàòîð ïåðåñòàíîâêè g ∈ G:{

t ∈ T | g(t) = t
}

= Fix (g) ⊆ T.

2. Ñ÷èòàåì äàííûì t, ò. å. íàõîäèì âñå ïåðåñòàíîâêè g, êî-
òîðûå îñòàâëÿþò ýòîò ýëåìåíò íåïîäâèæíûì � ýòî ñòà-
áèëèçàòîð ýëåìåíòà t ∈ T :{

g ∈ G | g(t) = t
}

= Stab (t) ⊆ G.

Î÷åâèäíî ∀ t ∈ T : e ∈ Stab (t), ò. å. Stab (t) ̸= ∅. È áîëåå
òîãî, ñòàáèëèçàòîð åñòü ïîäãðóïïà ãðóïïû G:

::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 4.4. Stab (t) ⩽ G.
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По всей группе С: 

Отношение эквивалентности ^-с на Т — 

-сй > 3З9ЕС:9(® =. 

Свойства (В), (3) и (Т) отношения гс очевидны. 

® Классы этой эквивалентности называют орбитами:; они 

образуют разбиение множества Т. 

® Класс эквивалентности, в которую попадает элемент $ 
обозначаем ОТЬ ($). 

® Число получившихся орбит — С(С). 

Если С(С) = 1 (любой элемент Т может быть переведён в лю- 
бой), то действие С’: Т называют транзитивным. 

а 

Фиксатор перестановки и стабилизатор элемен- 

та множества. Выясним, когда выполняется равенство 

9) =. 

Для этого рассмотрим два случая, в которых полагаем задан- 

ным либо ф, либо д. 

1. Фиксируем д, т. е. находим все элементы множества Т’, 

которые данная перестановка оставляет на месте — это 

фиксатор перестановки 9 ЕС: 

{ЕТ | 9(® =} = Ех (9) С Т. 

2. Считаем данным $, т. е. находим все перестановки д, ко- 

торые оставляют этот элемент неподвижным — это ста- 

билизатор элемента $ Е Т: 

Ч9ЕС | 9(4) =#} = БбаЪ (#) С С. 

Очевидно УЁЕТ : ее %аЪ (#), т. е. 54аЪ (1) 5 ©. И более 
того, стабилизатор есть подгруппа группы С: 

Утверждение 4.4. Эбаь (#) < С.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ t ∈ T ðàññìîòðèì g, h ∈ Stab (t). Òîãäà
g(t) = h(t) = t è h−1(t) = t. Ñëåäîâàòåëüíî

(g ◦ h−1) ▷ t = t ⇒ g ◦ h−1 ∈ Stab (t) . □

Ïîýòîìó ñòàáèëèçàòîð Stab (t) íàçûâàþò åù¼ ñòàöèîíàðíîé
ïîäãðóïïîé1) ýëåìåíòà t è îáîçíà÷àþò èíîãäà Gt.

::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 4.5. Ïðè äåéñòâèè ãðóïïû G íà ìíîæåñòâî T
ìåæäó ìíîæåñòâîì ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî ñòàöèîíàð-
íîé ïîäãðóïïå Gt ýëåìåíòà t ∈ T è åãî îðáèòîé Orb (t) ñóùåñò-
âóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî Gt îáîçíà÷àåì
gGt, g ∈ G, ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì, ÷òî íà ýëåìåíòû T ñíà÷àëà äåé-
ñòâóåò íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà èç Gt, à çàòåì � ôèêñèðîâàííàÿ
ïåðåñòàíîâêà g.

Íî òîãäà ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà h ∈ gGt îäèíàêîâî ïîäåéñòâó-
åò íà t ∈ T : h(t) = g(t) = t ′ ∈ Orb (t) (ò. ê. âñå ýëåìåíòû Gt

îñòàâëÿþò t íà ìåñòå). Ïîñêîëüêó ñìåæíûå êëàññû ëèáî ñîâïà-
äàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. □

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò âàæíîå

:::::::::::
Ñëåäñòâèå. Äëèíà îðáèòû Orb (t) ðàâíà èíäåêñó ñòàöèîíàðíîé
ïîäãðóïïû Stab (t) â ãðóïïå G:

∣∣Orb (t)
∣∣ = ∣∣G∣∣∣∣ Stab (t)∣∣ = [G : Stab (t) ] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

H ⩽ G ⇒
∣∣G ∣∣ = ∣∣H ∣∣ · [G : H ]

÷èñëî ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî å¼ ïîäãðóïïå H ⩽ G ðàâíî
èíäåêñó [G : H ]. □

1) èëè èçîòîïè÷åñêîé ïîäãðóïïîé
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Доказательство. Лля Ё Е Т рассмотрим 9, № Е ЭаЪ (®. Тогда 

9(Е) = (В =1и "(8 = В. Следовательно 

(до БЕ=Е = дов" Е МаЪ (В. О 

Поэтому стабилизатор ЭфаЪ (+) называют ещё стационарной 

подгруппой?) элемента & и обозначают иногда (9. 

Утверждение 4.5. При действии группы С на множество Т 

между множеством левых смежных классов С по стационар- 

ной подгрупте С, элемента Е Т и его орбитой ОтЪ (Р) сущест- 

вует взаимно однозначное соответствие. 

Доказательство. Левые смежные классы С по С, обозначаем 

9, 9Е С, считая при этом, что на элементы Т сначала дей- 

ствует некоторая перестановка из С, а затем — фиксированная 

перестановка 0. 

Но тогда любая перестановка, № Е 9С, одинаково подейству- 

ет наЁ ЕТ: А(В) = 9%) = ЕЕ ОЪ(® (т. к. все элементы С» 
оставляют $ на месте). Поскольку смежные классы либо совпа- 

дают, либо не пересекаются, утверждение доказано. о 

Из этого утверждения вытекает важное 

Следствие. Длина орбиты, ОтЪ (ТР) равна индексу стационарной 

подгрупты, ЭфаЪ (Е) в группе С: 

о а. | От (| = Тааь(9] [С : ЗваЪ (1) ]. 

Доказательство. По теореме Лагранжа 

нН<а= |< =|Н|.[С:Н] 

число смежных классов группы С' по её подгруппе Н < С равно 
индексу [С :Н]. о 

1 или изотопической подгруппой
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4.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ëåììà Á¼ðí-

ñàéäà

Ðàññìîòðèì òàêóþ çàäà÷ó: êàêèì êîëè÷åñòâîì ñïîñîáîâ
ìîæíî ðàñêðàñèòü êëåòêè äîñêè 2×2 â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà?
Ðàñêðàñêè ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, åñëè îäíó èç äðóãîé íåëüçÿ
ïîëó÷èòü ïîâîðîòàìè äîñêè:

Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ðàñêðàñîê ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè, è íàì íóæíî íàéòè ÷èñëî ýòèõ êëàññîâ.

Èòàê, ðàñêðàñèòü êëåò÷àòóþ äîñêó 2× 2 â êðàñíûé è ñèíèé
öâåòà ìîæíî øåñòüþ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè:

Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ðàñêðàñîê ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè, è íàì íóæíî íàéòè ÷èñëî ýòèõ êëàññîâ.

Íèæåïðèâåä¼ííóþ ëåììó îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì àí-
ãëèéñêîãî àëãåáðàèñòà Óèëüÿìà Á¼ðíñàéäà (1852�1927), êîòî-
ðûé ñôîðìóëèðîâàë è äîêàçàë å¼ â 1897 ã. Îäíàêî Î. Êîøè â
1845 ã. è Ô. Ôðîáåíèóñó â 1887 ã. óæå áûëà èçâåñòíà äîêàçûâàå-
ìàÿ â íåé ôîðìóëà. Ïîýòîìó äàííóþ ëåììó èíîãäà èðîíè÷åñêè
íàçûâàþò ëåììîé íå Á¼ðíñàéäà.
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4.2 Постановка задачи. Лемма Бёрн- 

сайда 

Рассмотрим такую задачу: каким количеством способов 

можно раскрасить клетки доски 2х 2 в красный и синий цвета? 

Раскраски считаются различными, если одну из другой нельзя 

получить поворотами доски: 

Множество всевозможных раскрасок разбивается на классы 

эквивалентности, и нам нужно найти число этих классов. 

Итак, раскрасить клетчатую доску 2х 2 в красный и синий 

цвета можно шестью различными способами: 

Множество всевозможных раскрасок разбивается на классы 

эквивалентности, и нам нужно найти число этих классов. 

Нижеприведённую лемму обычно связывают с именем ан- 

глийского алгебраиста Уильяма Бёрнсайда (1852—1927), кото- 

рый сформулировал и доказал её в 1897 г. Однако О. Коши в 

1845 г. и Ф. Фробениусу в 1887 г. уже была известна, доказывае- 

мая в ней формула. Поэтому данную лемму иногда иронически 

называют леммой не Бёрнсайда.
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:::::::
Ëåììà 4.6 (Á¼ðíñàéä). Åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñò-
âå T , òî

C(G) =
1

|G |
∑
g∈G

∣∣∣Fix (g)∣∣∣ = 1

|G |
∑
t∈T

∣∣∣ Stab (t)∣∣∣;
ïðè ýòîì ïåðâîå ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ëåììîé Á¼ðíñàéäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |G| = n, |T | = N è äåéñòâèå G :
α
T çàäà-

¼òñÿ n×N ìàòðèöåé A = ∥gi(tj)∥, i = 1, n, j = 1, N .
Ïîäñ÷èòàåì äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîùíîñòü ìíî-

æåñòâà M =
{
(g, t) ∈ G × T | g(t) = t

}
: ïî ñòîëáöàì è ïî

ñòðîêàì ìàòðèöû A. Ïîëó÷èì∑
g∈G

∣∣∣Fix (g)∣∣∣ = ∣∣M ∣∣ = ∑
t∈T

∣∣∣ Stab (t)∣∣∣.
Åñëè x è y ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ïî

∼G, òî Orb (x) = Orb (y) è èõ ñòàöèîíàðíûå ïîäãðóïïû èìåþò
îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü:

|Gx | =
|G |

| Orb (x) |
=

|G |
| Orb (y) |

= |Gy | .

Âûáåðåì ïî ïðåäñòàâèòåëþ t1, . . . , tCG
èç âñåõ C(G) îðáèò.

Òîãäà

|M | =
∑
t∈T

|Gt| =
C(G)∑
i=1

|Gti | ·
∣∣Orb (ti)

∣∣ =
=

C(G)∑
i=1

|G|∣∣Orb (ti)
∣∣ · ∣∣Orb (ti)

∣∣ = |G| · C(G).

□

Ïðèìåð 4.7. Äåéñòâèå ÷åòâåðíîé ãðóïïû Êëåéíà V4 íà ìíîæåñò-
âå T = { t1, . . . , t6 }:

◦ e a b ab
e e a b ab
a a e ab b
b b ab e a
ab ab b a e

▷ t1 t2 t3 t4 t5 t6
e t1 t2 t3 t4 t5 t6
a t2 t1 t4 t3 t6 t5
b t3 t4 t1 t2 t5 t6
ab t4 t3 t2 t1 t6 t5

184 Глава 4. Теория перечислений Пойа 

Лемма 4.6 (Бёрнсайд). Если группа С действует на множест- 

ве ТТ, то 

с(<) = ет 9 = > [9еь 0} 

при этом первое равенство называется леммой Бёрнсайда. 

Доказательство. Пусть |С| = п, |Т| = М и действие С’: Т зада- 
& 

бтся п х М матрицей А = |9; (| = тп, = Т.М. 
Подсчитаем двумя различными способами мощность мно- 

жества М = { (9,0 Е СХТ | 9 =}: по столбцам и по 
строкам матрицы А. Получим 

у Ех (9) = |м| = У зав (0 
9ЕС 

Если х и у принадлежат одному классу эквивалентности по 
^>а, то ОтЬ (2) = ОтЬ (9) и их стационарные подгруппы имеют 
одинаковую мощность: 

|С | [С а.| = = =|С.,|. ет Товар ^ Го "^° 
Выберем по представителю Н, ..., е- из всех С(С) орбит. 

Тогда 
с(<) 

м = У ай = У |6. |9 (&)| = 
ЕТ а=1 

с(<) 
[С 

= ОтЬ (&)| = [С]. С(С) 

Пример 4.7. Действие четверной группы Клейна У. на множест- 

ве Т = {Н, .::) в}: 

[®) | е а Ь а > | нова ььк 

е [2 Ь аб е н Г) ГИ: ГИ 5 ГИ 

а а [2 аб Ь а |2) н |7 13 ГИ ГА.) 

Ь Ь аб е а Ь 3 ГИ н > 15 ГИ
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Type(e) = ⟨6, 0, 0, 0, 0, 0⟩, T ype(a) = ⟨0, 3, 0, 0, 0, 0⟩,
T ype(b) = ⟨2, 2, 0, 0, 0, 0⟩, T ype(ab) = ⟨0, 3, 0, 0, 0, 0⟩.

C(e) = 6, C(a) = C(ab) = 3, C(b) = 4.

Stab (t1) = Stab (t2) = Stab (t3) = Stab (t4) = e ⩽ V4,

Stab (t5) = Stab (t6) = ⟨e, b⟩ ⩽ V4.

Fix (a) = Fix (ab) = ∅, Fix (b) = {t5, t6}, Fix (e) = T.∣∣Orb (t1)
∣∣ = 4

1
= 4,

∣∣Orb (t5)
∣∣ = 4

2
= 2.

1

4

∑
g∈G

∣∣Fix (g)∣∣ = 6 + 2

4
= 2,

1

4

∑
t∈T

∣∣ Stab (t)∣∣ = 4 · 1 + 2 · 2
4

= 2.

Êàê ïðèìåíÿòü ëåììó Á¼ðíñàéäà? Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íàäî ïðåäñòàâèòü îòîæäåñòâëÿåìûå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà T êàê êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè äåéñòâèÿ
íåêîòîðîé ãðóïïû G íà T è ïî ëåììå Á¼ðíñàéäà îïðåäåëèòü
C(G).

Çàäà÷à 4.1 (ïðî ñëîâà). Ñîñòàâëÿþòñÿ ñëîâà äëèíû l ⩾ 2 èç
àëôàâèòà A = { a1, . . . , aq }. Ñëîâà ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
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а: нь Ъ Ь: ы | Г 

| | 
вен т р й 5 

ар: ГИ ь [8 

х | 
[Е Н 65 

Туре(е) = (6,0,0,0,0,0), Туре(а) = (0,3,0,0,0,0), 

Туре(6) = (2,2,0,0,0,0), Туре(аб) = (.30,0.0,0) 
С(е) = 6, С(а) = С(аб) =3, С(6) = 

Бар (#1) = Эбаь Г) = Ббар (#3) = = Ба (44) = — е< у,, 

ыы Ь (15) = (+. <. 
Ех (а) = Ех (а6) = ©, Ех (6) = {5%}, Ех (е) ЕТ. 

[ОВ = т =4 о (в) = 5 =2 

«Ук =" 3 

ТУ |заь (| = ^ А =2 

Как применять лемму Бёрнсайда? Для определения числа, 

классов эквивалентности надо представить отождествляемые 

элементы множества Г как классы эквивалентности действия 

некоторой группы С на Т и по лемме Бёрнсайда, определить 

СО). 
Задача 4.1 (про слова). Составляются слова длины [ > 2 из 

алфавита А = {а1,..., ал }. Слова считаются эквивалентными,
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åñëè îíè ïîëó÷àþòñÿ îäíî èç äðóãîãî ïåðåñòàíîâêîé êðàéíèõ
áóêâ. Îïðåäåëèòü ÷èñëî S íåýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ.

Ðåøåíèå (èñïîëüçîâàíèåì ëåììû Á¼ðíñàéäà). Ïóñòü T �
ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû l â àëôàâèòå A, |T | = N = ql.

Íàäî ïðåäñòàâèòü ýêâèâàëåíòíîñòè êàê îðáèòû íåêîòîðîãî
äåéñòâèÿ ïîäõîäÿùåé ãðóïïû G íà T .

Î÷åâèäíî, äâóêðàòíàÿ ïåðåñòàíîâêà íå ìåíÿåò íè÷åãî, è ïî-
ýòîìó ïîäõîäèò G ∼= Z2 = { e, f }. Äåéñòâèå f : ïåðåñòàâëÿåò â
ñëîâå êðàéíèå áóêâû.

×èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ = ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíò-
íîñòè äåéñòâèÿ Z2 :

α
T �∣∣Fix (e)∣∣ = ∣∣T ∣∣ = ql ,

∣∣Fix (f)∣∣ = ql−2 · q = ql−1.

W = C(Z2) =
1

2

∑
g∈G

∣∣Fix (g)∣∣ = ql + ql−1

2
=

ql−1(q + 1)

2
.

Äëÿ l = 3, q = 2 èìååì |T | = 8 è W = 4·3
2

= 6. Ïóñòü
A = {a, b}, òîãäà ñëîâà è êëàññû �

aaa (1)
aab baa (2)

aba (3)
abb bba (4)

bab (5)
bbb (6)

Ïëàòîíîâû òåëà � ïðàâèëüíûå 3-ìåðíûå ìíîãîãðàí-
íèêè. Ðàññìàòðèâàåì èõ ãðóïïû âðàùåíèé (ñàìîñîâìåùåíèé â
3-õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå).

Ïëàòîíîâû òåëà Ãðóïïà Ïîðÿäîê
âðàùåíèÿ ãðóïïû

òåòðàýäð T (òåòðàýäðà) 4 · 3 = 12
êóá è îêòàýäð O (îêòàýäðà) 8 · 3 = 24

èêîñàýäð è äîäåêàýäð Y (èêîñàýäðà) 12 · 5 = 60

Èêîñàýäð èìååò 20 ãðàíåé, 30 ð¼áåð è 12 âåðøèí.
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если они получаются одно из другого перестановкой крайних 

букв. Определить число 5 неэквивалентных слов. 

Решение (использованием леммы Бёрнсайда). Пусть Т — 
множество слов длины [ в алфавите А, |Т| = М = 4. 

Надо представить эквивалентности как орбиты некоторого 

действия подходящей группы Сна Т. 

Очевидно, двукратная перестановка не меняет ничего, и по- 

этому подходит ( < 1. = {е, }}. Действие {: переставляет в 
слове крайние буквы. 

Число неэквивалентных слов = число классов эквивалент- 

ности действия #2: Т — 
[6 

| Ех (е)| = |Т| =9,  |Е&(/ф|=4”:а=4". 
1 

ж=с(2,) = = У`| Е (9) =“ - 

Для [| = 3, 9 = 2 имеем |Т| = 8 и И’ = 43 = 6. Пусть 

А = {а,65}, тогда слова и классы — 

ааа, (1) 
ааБ Ъаа, (2) 

ара, (3) 
арЪ Ба, (4) 

Баь (5) 
ЪЬЬ (6) 

Платоновы тела — правильные 3-мерные многогран- 

ники. Рассматриваем их группы вращений (самосовмещений в 
3-хмерном пространстве). 

Платоновы тела Группа Порядок 

вращения группы 

тетраэдр Т (тетраэдра) | 4.3 = 12 
куб и октаэдр О (октаэдра) | 8.3 = 24 

икосаэдр и додекаэдр | У (икосаэдра) | 12.5 = 60 

Икосаэдр имеет 20 граней, 30 рёбер и 12 вершин.
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T � ãðóïïà âðàùåíèÿ òåòðàýäðà

T = ⟨ t, f ⟩, t3 = f 2 = e, ãäå:

t � âðàùåíèå íà 120◦ âîêðóã îñè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç âåðøèíó è öåíòð òåòðàýäðà
(△�△); òàêèõ îñåé 4.

f � âðàùåíèå íà 180◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç öåíòðû äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ
ð¼áåð (□�□); òàêèõ îñåé 3.

|T | = (3− 1) · 4 + (2− 1) · 3 + 1 = 12.
Äåéñòâèå T íà ãðàíè (èëè âåðøèíû) òåòðàýäðà: òèïû ïåðåñ-

òàíîâîê

2 : Type(t) = Type(t2) = ⟨1, 0, 1, 0⟩;
△: Type(f) = ⟨0, 2, 0, 0⟩.

Òåòðàýäð äâîéñòâåíåí ñàìîìó ñåáå ⇒ äåéñòâèå íà ãðàíè = äåé-
ñòâèå íà âåðøèíû.

O � ãðóïïà âðàùåíèÿ îêòàýäðà (= êóáà)

O = ⟨t, f, r⟩, t4 = f 2 = r3 = e, ãäå:
t � âðàùåíèå íà 90◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç ñåðåäèíû äâóõ ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ãðàíåé (2�2), òàêèõ îñåé 3;

f � âðàùåíèå íà 180◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû
äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð (◦�◦), òàêèõ îñåé 6;
r � âðàùåíèå íà 120◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå ïðîòè-
âîïîëîæíûå âåðøèíû (△�△) òàêèõ îñåé 4.

|O| = 3 · 3 + 1 · 6 + 2 · 4 + 1 = 24.
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Т — группа вращения тетраэдра 

д — Ш 42 — . =“, Т=(ьл), = ПР =еЬе, где: 

+ — вращение на 120° вокруг оси, прохо- 

ПО дашей через вершину и центр тетраэдра 

(^—^); таких осей 4. 

}— вращение на 180° вокруг оси, проходя- 

щей через центры двух противоположных 

рёбер (1—1); таких осей 3. 

О 
д 

[Г] = (3-1.4+ (2-1.3+1= 12. 
Действие Т на грани (или вершины) тетраэдра: типы перес- 

тановок 

О: ТГуре(®) = Туре(Р) = (1,0,1,0); 

д: Туре(р) = (0,2,0,0). 

Тетраэдр двойственен самому себе = действие на грани = дей- 

ствие на вершины. 

О — группа вращения октаэдра (= куба) 

О= (в фт), и = Р = 1 =, где: 
+ — вращение на 90° вокруг оси, проходя- 

щей через середины двух противополож- 

ных граней (0—0), таких осей 3; 
Г — вращение на 180° вокруг оси, проходяшей через середины 

двух противоположных рёбер (о—о), таких осей 6; 

т — вращение на 120° вокруг оси, проходящей через две проти- 

воположные вершины (Л—Л) таких осей 4. 

|0] = 3.3+1.6+2.4+1 = 24.
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Ïðèìåð 4.8 (Äåéñòâèå O íà âåðøèíû êóáà: òèïû ïåðåñòàíîâîê).

2 : Type(t) = Type(t3) = ⟨0, 0, 0, 2, 0, . . .⟩;
Type(t2) = ⟨ 0, 4, 0, . . . ⟩;

◦ : Type(f) = ⟨ 0, 4, 0, . . . ⟩;
△: Type(r) = Type(r2) = ⟨ 2, 0, 2, 0, . . . ⟩.

Ïîñêîëüêó |G| = |Gx| · [G : Gx], òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå
âðàùåíèÿ ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà åñòü

∣∣E0

∣∣ · ∣∣V ∣∣, ãäå ∣∣E0

∣∣ �
÷èñëî ð¼áåð, âûõîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû è

∣∣V ∣∣ � ÷èñëî âåð-
øèí ìíîãîãðàííèêà.

4.3 Öèêëîâîé èíäåêñ

Îïðåäåëåíèå. Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá âû÷èñ-
ëåíèÿ ÷èñëà C(G) � êîëè÷åñòâà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè (=
îðáèò).

Ñîïîñòàâèì êàæäîé ïåðåñòàíîâêå g ∈ G âåñ w(g) ïî ïðàâè-
ëó:

Type(g) = ⟨ν1, . . . , νN⟩ ⇒ w(g) = xν1
1 · . . . · x

νN
N︸ ︷︷ ︸

ìîíîì

.

Îïðåäåëåíèå 4.9. Öèêëîâûì èíäåêñîì Z(G :
α
T, x1, . . . , xN) äåé-

ñòâèÿ ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå T íàçûâàþò ñðåäíèé âåñ ïîäñòà-
íîâîê â ãðóïïå:

Z(G :
α
T, x1, . . . , xN) =

1

|G|
∑
g∈G

w(g) =

=
1

|G|
∑
g∈G

xν1
1 · . . . · x

νN
N .
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Пример 4.8 (Действие О на вершины куба: типы перестановок). 

О: Туре(®) = Туре(®) = (0,0,0,2,0,...); 

Туре(Р) = (0,4,0,...); 
о: Туре(Т) = (0,4,0,...); 
А: Туре(т) = Туре(т?) = (2,0,2,0,...). 

Поскольку |С!| = |С.|: [С : С), то число элементов в группе 
вращения правильного многогранника есть |6 . |у ‚ где 16| — 

число рёбер, выходящих из одной вершины и |\У| — число вер- 
шин многогранника.. 

4.3 Цикловой индекс 

Определение. Существует универсальный способ вычис- 

ления числа С(С) — количества классов эквивалентности (= 
орбит). 

Сопоставим каждой перестановке д Е С вес (9) по прави- 
лу: 

Туре(9) = (и,...,им) = (9) = ....: 

Определение 4.9. Цикловым индексом Ё (С :Т, 11, ..., хм) дей- 
_дрп [0.2 

ствия группы С на множестве Т называют средний вес подста- 

новок в группе: 

2(С :Т, 11, ..., тм) — Ув =
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G :
α
T � ñàìîäåéñòâèå ãðóïïû S3

Òðåóãîëüíèê �
ñàìîäâîéñòâåííàÿ ôèãóðà ⇒
⇒ äåéñòâèå íà ñòîðîíû =
= äåéñòâèå íà âåðøèíû

Ïðèìåð 4.10. Âû÷èñëèì öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû âñåõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà â ñåáÿ (ò. å. îñòàâëÿ-
þùèõ åãî íåïîäâèæíûì), íà åãî ñòîðîíû.

T � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, N = 3, G ∼= S3 = ⟨ t, f ⟩ � âñå
ïåðåñòàíîâêè ñòîðîí, n = 3! = 6.

Im(G :
α
T ) =

=
{
e, (abc)︸ ︷︷ ︸

t

, (acb)︸ ︷︷ ︸
t2

, ((a)(bc))︸ ︷︷ ︸
f

, ((b)(ac))︸ ︷︷ ︸
tf

, ((c)(ab))︸ ︷︷ ︸
t2f

}
= ⟨ t, f ⟩.

g ∈ S3 Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e = (a)(b)(c) ⟨ 3, 0, 0 ⟩ x3
1 1

t, t2 ⟨ 0, 0, 1 ⟩ x1
3 2

f, tf, t2f ⟨ 1, 1, 0 ⟩ x1
1x

1
2 3

Âñåãî 6

Z(S3) =
1

6

[
x3
1 + 2x1

3 + 3x1
1x

1
2

]
�

� öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåéñòâèÿ ãðóïïû S3, èëè, ÷òî òî æå,
ãðóïïû ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.
Çà÷åì íóæåí öèêëîâîé èíäåêñ?
Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâî T , ãðóïïà G è äåéñòâèå G :

α
T .

1. Ïðèïèøåì êàæäîìó ýëåìåíòó T îäíî èç r çíà÷åíèé
(íåôîðìàëüíî: ïîêðàñèì â îäèí èç r öâåòîâ).
Âñåãî, î÷åâèäíî, èìååòñÿ rN ðàñêðàñîê.
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С :Т — самодействие группы 53 
[03 

Треугольник — 

° " самодвойственная фигура = 

=> действие на стороны = 

— действие на вершины 

Пример 4.10. Вычислим цикловой индекс действия группы всех 

преобразований правильного треугольника в себя (т. е. оставля- 

ющих его неподвижным), на его стороны. 

Т — стороны треугольника, М = 3, а ® 5; = (6 р) — все 

перестановки сторон, п = 3! = 6. 

т :Т) = 

= {е, (а5с), (ас®), ((а)(%)), ((6)(ас)), ((с)(аё)) } = (& Г). 
ТУ у 5 
ЧЕ 53 Туре(9) | %(9) | # мономов 

е = (а)(6)(с) | (3, 0,0) 271 1 
р (0, 0,1) 21 2 

ре; (1, 1,0) | 2125 3 

Всего 6 

1. . 
2(53) = 6 [21 + 223 + 32122 ] — 

— цикловой индекс самодействия группы 5з, или, что то же, 

группы симметрии правильного треугольника. 

Определение числа классов эквивалентности. 

Зачем нужен цикловой индекс? 

Пусть заданы множество Т, группа С и действие С: Т. 
[6 

1. Припишем каждому элементу Т одно из тг значений 

(неформально: покрасим в один из 7’ цветов). 

Всего, очевидно, имеется 7^ раскрасок.
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2. Íå áóäåì ðàçëè÷àòü ðàñêðàñêè, åñëè ýëåìåíòû t è
t ′ = g(t) ðàñêðàøåíû îäèíàêîâî.

Âîïðîñ: ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåýêâèâàëåíòíûõ ðàñêðàñîê =
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè?
Îòâåò: ýòî çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç öèêëîâîé èíäåêñ. Èìå-
åì �

1. Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè � ýòî g-öèêë; èõ C(g) =
ν1 + . . .+ νN øòóê.

2. Êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà g ∈ G ñ òèïîì ⟨ ν1, . . . , νN ⟩ áó-
äåò èìåòü |Fix (g)| = rC(g) íåïîäâèæíûõ òî÷åê: êàæäûé
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýòî g-öèêë, èõ C(g) è∣∣Fix (g)∣∣ = xν1

1 · . . . · x
νN
N

∣∣∣
x1=...=xN=r

= rC(g).

Îòñþäà, ïî ëåììå Á¼ðíñàéäà, ÷èñëî ïîëó÷åííûõ êëàññîâ ýêâè-
âàëåíòíîñòè = íåýêâèâàëåíòíûõ ðàñêðàñîê:

:::::::::
Òåîðåìà 4.11 (Ä. Ïîéà, 1937).

C(G :
α
T ) = Z(G :

α
T, x1, . . . , xN)

∣∣∣
x1=...=xN=r

.

Íàïðèìåð, ZG(1, . . . , 1) = 1: åñëè âñå ýëåìåíòû ïîêðàñèòü â
îäèí öâåò, òî òàêèõ ðàñêðàñîê îäíà.

4.4 Çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå öèêëîâîãî

èíäåêñà

Çàäà÷à 4.1 (ïðî ñëîâà). Îïðåäåëèòü ÷èñëî S íåýêâèâàëåíòíûõ
ñëîâ äëèíû ℓ ⩾ 2 â q-áóêâåííîì àëôàâèòå, åñëè ýêâèâàëåíòíû-
ìè ñ÷èòàþòñÿ ñëîâà, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâ-
êîé êðàéíèõ áóêâ.

Áûëî ðåøåíèå: S =
qℓ + qℓ−1

2
.
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2. Не будем различать раскраски, если элементы ф и 

' = 9(Ё) раскрашены одинаково. 

Вопрос: сколько существует неэквивалентных раскрасок = 
классов эквивалентности? 
Ответ: это значение вычисляется через пикловой индекс. Име- 
ем — 

1. Каждый класс эквивалентности — это 9-цикл; их С'(9) = 

м-... им штук. 

2. Каждая перестановка 9 Е С с типом (м,..., им) бу- 

дет иметь | Е1х (9)| = тб) неподвижных точек: каждый 
класс эквивалентности это 9-цикл, их С(9) и 

Отсюда, по лемме Бёрнсайда, число полученных классов экви- 

валентности = неэквивалентных раскрасок: 

Теорема 4.11 (Д. Пойа, 1937). 

С(а:Т) = (а :Т,л,.... м) 
а © 1=..=ФМ=Т 

Например, Йс(1,..., 1) = 1: если все элементы покрасить в 

один цвет, то таких раскрасок одна. 

4.4 Задачи на применение циклового 

индекса 

Задача 4.1 (про слова). Определить число 5 неэквивалентных 

слов длины 6 > 2 в 4-буквенном алфавите, если эквивалентны- 

ми считаются слова, получающиеся друг из друга перестанов- 

кой крайних букв. 

Ч + а! 

Было решение: 5 = 5
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Ðåøåíèå (íîâîå, èñïîëüçóþùåå öèêëîâîé èíäåêñ):

G = { e, g } ∼= Z2; T : ⃝
ℓ−2︷ ︸︸ ︷

⃝ . . .⃝⃝︸ ︷︷ ︸
ℓ

.

g ∈ G Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e ⟨ ℓ, 0, . . . , 0 ⟩ xℓ
1 1

g ⟨ ℓ− 2, 1, 0, . . . , 0 ⟩ xℓ−2
1 x1

2 1
Âñåãî |G| = 2

Öèêëîâîé èíäåêñ: Z(x1, . . . , xℓ) =
1

2

[
xℓ
1 + xℓ−2

1 x2

]
.

S = Z(q, . . . , q) =
qℓ + qℓ−1

2
.

Çàäà÷à 4.2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü äîñêó 2×
2 â r öâåòîâ, åñëè ðàñêðàñêè, ïåðåõîäÿùèå äðóã â äðóãà ïðè
âðàùåíèè êâàäðàòà, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè?

Ðåøåíèå. Ãðóïïà âðàùåíèÿ êâàäðàòà � Z4.

g ∈ Z4 Type(g) w(g) #

e ⟨4, 0, 0, 0⟩ x4
1 1

t, t3 ⟨0, 0, 0, 1⟩ x1
4 2

t2 ⟨0, 2, 0, 0⟩ x2
2 1

Âñåãî 4

Öèêëîâîé èíäåêñ:

PZ4(x1, . . . , x4) =
1

4

[
x4
1 + 2x4 + x2

2

]
.

#ðàñêðàñîê = P (r, . . . , r) =
r4 + 2r + r2

4
;

äëÿ 2-õ öâåòîâ: P (2, . . . , 2) =
16 + 4 + 4

4
= 6,

� êàê è áûëî íàéäåíî ïðè ïðÿìîì ïîäñ÷¼òå.
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Решение (новое, использующее цикловой индекс): 
(2 

а={е, 9} = 17, Т:ОО...ОС. 
—— 

й 

9ЕС Туре(9) 1(9) + мономов 

е (6,0,..., 0) 21 1 

9 |(6-2,10,...,0) | 21 755 1 
Всего С =2 

1 
Цикловой индекс: 7(71,..., 16) = 5 [21 + 21 25]. 

в 1 
Ч +9 

9 = 7(4,..., а) = — 

Задача 4.2. Сколькими способами можно раскрасить доску 2х 

2 вт цветов, если раскраски, переходящие друг в друга при 

вращении квадрата, считаются одинаковыми? 

Решение. Группа вращения квадрата — 74. 

9Е 24 | Туре(9) | %(9) | + 

е (4,0,0,0) | 21 

В (0,000 а |2 

р (0,2,0,0) | 22 |1 

Всего 4 

ЦПикловой индекс: 

Ри (тл, ..., 24) = +24 +28]. 

раскрасок = Р(г,..., г) = и 

для 2-х цветов: Р(2,...,2) = ар = 6, 

— как и было найдено при прямом подсчёте.
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Êëàññè÷åñêàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à îá îæåðåëüÿõ

� Îæåðåëüå � îêðóæíîñòü, íà êîòîðîé íà ðàâíûõ ðàññòî-
ÿíèÿõ ïî äóãå ðàñïîëàãàþòñÿ òî÷êè, êîòîðûì ïðèïèñàí
ñèìâîë êîíå÷íîãî àëôàâèòà � ¾îêðàøåííûå áóñèíû¿.

� Çàäà÷à îá îæåðåëüÿõ: ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îæåðåëèé ìîæ-
íî ñîñòàâèòü èç N áóñèí r öâåòîâ?

� Êàêèå îæåðåëüÿ ñ÷èòàòü íåðàçëè÷èìûìè? Âàðèàíòû: îä-
íî îæåðåëüå ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî ñàìîñîâìåùåíèåì �

1) òîëüêî ïîâîðîòîì â ïëîñêîñòè âîêðóã öåíòðà îæå-
ðåëüÿ (ò. í. êàðóñåëü) � ñàìîäåéñòâèå ãðóïïû ZN ;

2) è ïîâîðîòîì, è ïåðåâîðîòîì â ïðîñòðàíñòâå � ñà-
ìîäåéñòâèå ãðóïïû äèýäðà2) DN .

Çàäà÷à 4.3 (îá îæåðåëüÿõ N = 5, r = 3; 1-é âàðèàíò). Ñêîëüêî
ðàçíûõ îæåðåëèé ìîæíî ñîñòàâèòü èç 5 áóñèí 3 öâåòîâ?

1. Îæåðåëüÿ îäèíàêîâû, åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî ïî-
âîðîòîì.

Ðåøåíèå G ∼= Z5 = ⟨t⟩, t5 = e, n = 5.

Ýëåìåíò Z5 Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e ⟨ 5, 0, 0, 0, 0 ⟩ x5
1 1

t, t2, t3, t4 ⟨ 0, 0, 0, 0, 1 ⟩ x5 4

Öèêëîâîé èíäåêñ: Z(x1, . . . , x5) =
1

5

[
x5
1 + 4x5

]
.

#Col(3) = Z(3, . . . , 3) =
1

5

(
35 + 4 · 3

)
= 51.

Çàäà÷à 4.4 (Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû � 2009¿).
Äëÿ 50 äåòåé äåòñêîãî ñàäà çàêóïëåíû 50 îäèíàêîâûõ òàðå-
ëîê. Ïî êðàþ êàæäîé òàðåëêè ðàâíîìåðíî ðàñïîëîæåíî 5 áåëûõ
êðóæî÷êîâ. Âîñïèòàòåëè õîòÿò çàêðàñèòü êàêèå-òî êðóæî÷êè â
äðóãèå öâåòà òàê, ÷òîáû âñå òàðåëêè ñòàëè ðàçëè÷íûìè.

Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ öâåòîâ ïîòðåáó-
åòñÿ èì äëÿ ýòîãî?

2) äâîéíîé ïèðàìèäû
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Классическая комбинаторная задача об ожерельях 

® Ожерелье — окружность, на, которой на, равных рассто- 

яниях по дуге располагаются точки, которым приписан 

символ конечного алфавита — «окрашенные бусины». 

® Задача об ожерельях: сколько различных ожерелий мож- 

но составить из М бусин г цветов? 

® Какие ожерелья считать неразличимыми? Варианты: од- 

но ожерелье получается из другого самосовмещением — 

1) только поворотом в плоскости вокруг центра оже- 

релья (т. н. карусель) — самодействие группы # м; 

2) и поворотом, и переворотом в пространстве — са- 

модействие группы диэдра?) Ом. 

Задача 4.3 (об ожерельях № = 5, г = 3; 1-й вариант). Сколько 

разных ожерелий можно составить из 5 бусин 3 цветов? 

1. Ожерелья одинаковы, если одно получается из другого по- 

воротом. 

Решение (! = 2 = (#8), Р=еп = 5. 

Элемент 15 Туре(9) (9) | # мономов 

е (5, 0,0, 0,0) | 2? 1 

нев, и |(0,0,0,0,1) | 2 4 

1 
Цикловой индекс: Й(51,..., ть) = = | 7+ 455 ]. 

#СоЦЗ) = 2(3,..., 3) = = (3744.3) = 51. 

Задача 4.4 (Олимпиада «Покори Воробьёвы горы -— 2009»). 

Для 50 детей детского сада закуплены 50 одинаковых таре- 

лок. По краю каждой тарелки равномерно расположено 5 белых 

кружочков. Воспитатели хотят закрасить какие-то кружочки в 

другие цвета так, чтобы все тарелки стали различными. 

Какое наименьшее число дополнительных цветов потребу- 

ется им для этого? 

2) двойной пирамиды
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Êàê äîëæíû áûëè ðåøàòü øêîëüíèêè. Ïóñòü äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ áîëåå 50 òàðåëîê ñ ðàçëè÷íîé ðàñêðàñêîé ðàñêðàñêè òðåáó-
åòñÿ r öâåòîâ.

Îòáðîñèì r âàðèàíòîâ ðàñêðàñêè â îäèí öâåò. ×èñëî îñòàëü-
íûõ âàðèàíòîâ �

áåç ó÷¼òà âîçìîæíîñòè ïîâîðîòà òàðåëêè: r5 − r;

ñ ó÷¼òîì ïîâîðîòà:
r5 − r

5
, ò. ê. êàæäûé âàðèàíò ïîâòîðÿ-

åòñÿ 5 ðàç (ïîñêîëüêó ÷èñëî 5 � ïðîñòîå!).

Èòîãî: #Col(r) =
r5 − r

5
+ r =

r5 + 4r

5
, è ïðè 2-õ äîïîëíèòåëü-

íûõ öâåòàõ � #Col(3) = 51.

Ðåøàÿ ýòó çàäà÷ó, ìû äîêàçàëè ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà:

:::::::::
Òåîðåìà 4.12 (Ï. Ôåðìà, 1640; äîêàçàíî Ã. Â. Ëåéáíèöåì, äî 1683).
Åñëè öåëîå a íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, òî ap−1 ≡p 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê íåïîìå÷åííûõ âåð-
øèí ïðàâèëüíîãî p-óãîëüíèêà áîëåå, ÷åì â îäèí èç a öâåòîâ ïðè

ïðîñòîì p ðàâíî
a·(ap−1−1)

p
(öåëîå ÷èñëî).

Îòñþäà, åñëè a íå äåëèòñÿ íà p, òî íà p äåëèòñÿ (ap−1 − 1),
òî åñòü ap−1 ≡p 1. □

Çàäà÷à 4.5 (îá îæåðåëüÿõ N = 5, r = 3; 2-é âàðèàíò).

2. Îæåðåëüÿ îäèíàêîâû, åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî ïî-
âîðîòîì è/èëè ïåðåâîðîòîì.

Ðåøåíèå. G � ãðóïïà äèýäðà D5 = ⟨t, f⟩, t5 = f 2 = e,
n = |D5| = 10.

Ýëåìåíò D5 Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e ⟨ 5, 0, 0, 0, 0 ⟩ x5
1 1

t, t2, t3, t4 ⟨ 0, 0, 0, 0, 1 ⟩ x5 4

f, tf, . . . , t4f ⟨ 1, 2, 0, 0, 0 ⟩ x1x
2
2 5

Âñåãî 10
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Как должны были решать школьники. Пусть для получе- 

ния более 50 тарелок с различной раскраской раскраски требу- 

ется т цветов. 

Отбросим г вариантов раскраски в один цвет. Число осталь- 

ных вариантов — 

без учёта возможности поворота тарелки: 75 — г; 

7 —г 
с учётом поворота: ‚ т. к. каждый вариант повторя- 

ется 5 раз (поскольку число 5 — простое!). 

тг 75 + 4" 
+ т = 5? и при 2-х дополнитель- Итого: #СоЦт) = 

ных цветах — #СоЦЗ) = 51. 

Решая эту задачу, мы доказали малую теорему Ферма: 

Теорема 4.12 (П. Ферма, 1640; доказано Г. В. Лейбницем, до 1683). 
Если целое а не делится на простое число р, то аР\ =, 1. 

Доказательство. Число различных раскрасок непомеченных вер- 

шин правильного р-угольника более, чем в один из а цветов при 
гу ( 

Отсюда, если а не делится на р, то на р делится (аР71 — 1), 

то есть а?" =, 1. О 

простом р равно целое число). 

Задача 4.5 (0б ожерельях М№ = 5, г = 3; 2-Й вариант). 

2. Ожерелья одинаковы, если одно получается из другого по- 
воротом и/или переворотом. 

Решение. С! — группа диэдра Г = (& }), В = Р=е, 

Элемент 0 Туре(9) (9) | # мономов 

е (5, 0, 0, 0,0) | 2? 1 

рвЕ (0, 0,0, 0,1) | 15 4 

Бар... ЕР | (1,2,0,0,0) | 2122 5 

Всего 10 
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Öèêëîâîé èíäåêñ: P =
1

10

[
x5
1 + 4x5 + 5x1x

2
2

]
.

#Col(3) = Z(x1, . . . , x5)
∣∣∣
x1 = ...=x5 =3

=

=
35 + 4 · 3 + 5 · 33

10
= 39.

Çàäà÷à 4.7 (î ðàñêðàñêå ñòîðîí êâàäðàòà). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ðàçëè÷íî îêðàøåííûõ êâàäðàòîâ, åñëè èõ ñòîðîíû ðàñêðàøè-
âàþò â r öâåòîâ?

Ðåøåíèå. Ãðóïïà ñàìîñîâìåùåíèÿ êâàäðàòà â ïðîñòðí-
ñòâå � ãðóïïà äèýäðà D4 = ⟨ t, f, s ⟩, |D4| = 8, êîòîðàÿ ïî-
ðîæäàåòñÿ òðåìÿ îáðàçóþùèìè:

t : âðàùåíèå íà 90◦ âîêðóã öåíòðà â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè;

f : ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí � 2 îñè;

s : ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû
ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí � 2 îñè.

Ïðè ñàìîäåéñòâèè ãðóïïû D4 (N = 4) å¼ ýëåìåíòû áóäóò
èìåòü ñëåäóþùèå âåñà:

e : åäèíè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà îñòàâèò âñå ñòîðîíû íà ìåñòå, ò. å.
èìåþòñÿ 4 öèêëà äëèíû 1, âåñ x4

1 (îäíà ïåðåñòàíîâêà);

t, t3 : ñòîðîíû öèêëè÷åñêè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïî è ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêå, äëèíà öèêëà 4, âåñ x1

4 (äâå ïåðåñòàíîâ-
êè);

t2 : ñòîðîíû ïåðåõîäÿò â ïðîòèâîïîëîæíûå, ÷òî äà¼ò äâà öèêëà
äëèíû 2, âåñ � x2

2 (îäíà ïåðåñòàíîâêà);

f : äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû íà ìåñòå, îñòàëüíûå äâå ìå-
íÿþòñÿ ìåñòàìè, ò. å. èìåþòñÿ äâà åäèíè÷íûõ öèêëà è
îäèí äëèíû 2, âåñ � x2

1x
1
2 (îäíà ïåðåñòàíîâêà, 2 îñè);

s : â äâóõ ïàðàõ ñìåæíûõ ñòîðîí ýëåìåíòû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè,
÷òî äà¼ò äâà öèêëà äëèíû 2, âåñ � x2

2 (îäíà ïåðåñòàíîâêà,
2 îñè).
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1 
Цикловой индекс: Р = 10 [21 - 455 + 55122 ]. 

#Со(з) = 2 (ал,..., 15) 
=... = 5 =З3З 

_ 32-+4.3+5.3% _ 
39. 

10 

Задача 4.7 (о раскраске сторон квадрата). Сколько существует 

различно окрашенных квадратов, если их стороны раскраши- 
вают в т цветов? 

Решение. Группа самосовмещения квадрата в прострн- 

стве — группа диэдра Га = (В 8), [04| = 8, которая по- 
рождается тремя образующими: 

$ : вращение на 90° вокруг центра в выбранном направлении; 

{ : симметрия относительно оси, проходящей через середины 

противоположных сторон — 2 оси; 

3 : симметрия относительно оси, проходящей через середины 

противоположных вершин — 2 оси. 

При самодействии группы 04 (№ = 4) её элементы будут 

иметь следующие веса: 

е : единичная перестановка оставит все стороны на месте, т. е. 
имеются 4 цикла длины 1, вес 21 (одна перестановка); 

$, В : стороны циклически переходят друг в друга по и против 

часовой стрелке, длина цикла 4, вес 21 (две перестанов- 

ки); 

Р : стороны переходят в противоположные, что даёт два цикла, 
длины 2, вес — 22 (одна перестановка); 

Т : две противоположные стороны на месте, остальные две ме- 
няются местами, т. е. имеются два единичных цикла и 

один длины 2, вес — 1725 (одна перестановка, 2 оси); 

3 : в двух парах смежных сторон элементы меняются местами, 
что даёт два цикла длины 2, вес — 15 (одна перестановка, 
2 оси).
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Ýëåìåíò D4 Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e ⟨ 4, 0, 0, 0 ⟩ x4
1 1

t, t3 ⟨ 0, 0, 0, 1 ⟩ x4 2

t2 ⟨ 0, 2, 0, 0 ⟩ x2
2 1

f ⟨ 2, 1, 0, 0 ⟩ x2
1x2 1× 2 = 2

s ⟨ 0, 2, 0, 0 ⟩ x2
2 1× 2 = 2

Âñåãî 8

Öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåéñòâèÿ D4:

ZD4(x1, . . . , x4) =
1

8

[
x4
1 + 2x4 + 3x2

2 + 2x2
1x2

]
.

×èñëî ðàñêðàñîê êâàäðàòà â r öâåòîâ:

ZD4(r, . . . , r) =
1

8

[
r4 + 2r + 3r2 + 2r3

]
.

Â ÷àñòíîñòè, â òðè öâåòà:

#Col(3) =
34 + 2 · 3 + 34

8
=

81 + 6 + 81

8
= 21.

Çàäà÷à 4.8. Ãðàíè êóáà ðàñêðàøèâàþò â 2 è 3 öâåòà.
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íî îêðàøåííûõ êóáîâ?

Ðåøåíèå. Íàïîìèíàíèå: G = O, |O| = 24. O = ⟨t, f, r⟩, t4 =

f 2 = r3 = e, ãäå:
t � âðàùåíèå íà 90◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç ñåðåäèíû äâóõ ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ãðàíåé (2�2), òàêèõ îñåé 3;

f � âðàùåíèå íà 180◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû
äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð (◦�◦), òàêèõ îñåé 6;
r � âðàùåíèå íà 120◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå ïðîòè-
âîïîëîæíûå âåðøèíû (△�△) òàêèõ îñåé 4.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî ãðàíåé êóáà; |F | = N = 6.
Âûáåðåì íåêîòîðóþ ãðàíü êóáà (êâàäðàò) è îáîçíà÷èì å¼ ①, à
ïàðàëëåëüíóþ åé � ②.
Ïåðåíóìåðóåì ïîñëåäîâàòåëüíî âåðøèíû ãðàíè ① ÷èñëàìè
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Элемент [4 Туре(9) |4(9) | # мономов 

е (4, 0, 0,0) | 21 1 

В (0,0, 0,1) | 24 2 

р (0,2, 0,0) | 22 1 
7 (2,1, 0,0) | 27212 1х2=2 

8 (0,2, 0,0) | 22 1х2=2 
Всего 8 

Цикловой индекс самодействия Г): 

2 Тао 372 + 2271 р.(21,..., 24) = 8 [271 + 274 4 515 + 211 | 

Число раскрасок квадрата, в г цветов: 

1 
Яра (г,.... т) = 8 ++ 37+" ]. 

В частности, в три цвета: 

3442-3434 8146481 %боз) = мы _ и 21. 

Задача 4.8. Грани куба раскрашивают в 2 и 3 цвета. 

Сколько существует различно окрашенных кубов? 

Решение. Напоминание: (* = О, |О| = 24. О = (фт), И = 

Р =" =е, где: 

$ — вращение на 90° вокруг оси, проходя- 

щей через середины двух противополож- 

ных граней (0—0), таких осей 3; 
{ — вращение на 180° вокруг оси, проходящей через середины 

двух противоположных рёбер (о—о), таких осей 6; 

т — вращение на 120° вокруг оси, проходящей через две проти- 

воположные вершины (Л—Л) таких осей 4. 

Обозначим через Е множество граней куба; |Ё| = М = 6. 

Выберем некоторую грань куба (квадрат) и обозначим её Ф, а 

параллельную ей — @. 

Перенумеруем последовательно вершины грани @ числами
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1, . . . , 4, à âåðøèíû ãðàíè ② � ÷èñëàìè 5, . . . , 8 òàê, ÷òî âåðøè-
íà ñ íîìåðîì i ñìåæíà ñ âåðøèíîé ñ íîìåðîì i+4, i = 1, 2, 3, 4.

Ïåðåñòàíîâêè äàëåå óêàçàíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îñü âðàùå-
íèÿ

⟨t⟩ ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû ãðàíåé ① è ②,

⟨f⟩ ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû ð¼áåð (3-7) è (1-5),

⟨s⟩ ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû (1) è (7),

à ãðàíè îáîçíà÷åíû: (1-2-6-5) ÷åðåç ③, ïàðàëëåëüíàÿ åé ãðàíü �
⑤, ãðàíü (2-3-7-6) � ÷åðåç ④, ïàðàëëåëüíàÿ åé ãðàíü � ⑥.
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1,..., 4, а вершины грани @® — числами 5, ..., 8 так, что верши- 

на с номером 1 смежна с вершиной с номером 1+4, 1 = 1,2, 3,4. 

Перестановки далее указаны для случая, когда ось враще- 

НИЯ 

(+) проходит через середины граней @ и ®, 

(Г) проходит через середины рёбер (3-7) и (1-5), 

(3) проходит через вершины (1) и (7), 

а грани обозначены: (1-2-6-5) через ®, параллельная ей грань — 
©), грань (2-3-7-6) — через ®, параллельная ей грань — ®. 

(5) 
задняя 

4 Е] Ра (1) х 
верхняя 

" ? | @ 
передняя] правая 

левая 

НИЖНЯЯ 
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g ∈ O ïåðåñòàíîâêà Type(g) w(g) #

e (①). . . (⑥) ⟨ 6, 0, . . . ⟩ x6
1 1

t, t3 (①)(②)(③④⑤⑥) ⟨ 2, 0, 0, 1, 0, ⟩ x2
1x4 6

t2 (①)(②)(③⑤)(④⑥) ⟨ 2, 2, 0, . . . ⟩ x2
1x

2
2 3

f (①②)(③⑥)(④⑤) ⟨ 0, 3, 0, . . . ⟩ x3
2 6

r, r2 (①③⑥)(②④⑤) ⟨ 0, 0, 2, 0, . . . ⟩ x2
3 8

Âñåãî 24

Z(x1, . . . , x6) =
1

24

[
x6
1 + 6x2

1x4 + 3x2
1x

2
2 + 6x3

2 + 8x2
3

]
.

#Col(2) =
1

24

[
26 + 12 · 23 + 3 · 24 + 8 · 22

]
= 10,

#Col(3) =
1

24

[
36 + 12 · 33 + 3 · 34 + 8 · 32

]
= 48.

Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû îêòàýäðà íà ìíîæåñòâå E
ð¼áåð êóáà (|E| = N = 12):

g ∈ O Type(g) w(g) #

e ⟨ 12, 0, . . . ⟩ x12
1 1

t, t3 ⟨ 0, 0, 0, 3, 0, 0 ⟩ x3
4 3 · 2 = 6

t2 ⟨ 0, 6, 0, . . . ⟩ x6
2 3

f ⟨ 2, 5, 0, . . . ⟩ x2
1x

5
2 6

r, r2 ⟨ 0, 0, 4, 0, . . . ⟩ x4
3 4 · 2 = 8

Z(O :
α
E) =

1

24

[
x12
1 + 6x3

4 + 3x6
2 + 6x2

1x
5
2 + 8x4

3

]
.

Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû îêòàýäðà íà ìíîæåñòâå V
âåðøèí êóáà (|V | = N = 8):

4.4. Лемма Бёрнсайда 1А7 

ЕО | перестановка, Туре(9) [4(9) | # 

е ()... (©) (6,0,...) м 1 
р (Ф )(© )(®Ф9©) (2, 0, 0, 1, 0, ) та 6 

Р (Ф)(®)(®5)(®®) (2,2, 0,... 2123 | 3 
/ (02) (®©)(Ф®) (0,3, 0, 23 |6 
т.т? | (Ф96)(®@60) (0,0, 2, 0,...) |2 8 

Всего 24 

2(х1,..., 6) = 54 [25 + ба154 + 32125 + 645 + 823 |. 

#Со[2) = ы [28+ 12.2+3.2+8.2?] = 10, 

#Со(З) = ы [36 +12.3°+3.3+8.3*] = 48. 

Цикловой индекс действия группы октаэдра на множестве Е 

рёбер куба (|Е| = М = 12): 

ЧЕО | Туре(9) и (9) ит 

е (12,0,...) т 1 

в (0, 0, 0, 3, 0,0) 13 :2=6 

р (0, 6,0,...) 26 3 

1 (2, 5, 0,...) 1118 6 

г? | (0,0,4,0,...) | 24 2—8 

20: Е) = 5д [2Р + 614 + 323 + бала3 + 828 ]. 

Цикловой индекс действия группы октаэдра на множестве У 

вершин куба (|| =М=8):
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g ∈ O Type(g) w(g) #

e ⟨ 8, 0, . . . ⟩ x8
1 1

t, t3 ⟨ 0, 0, 0, 2, 0, 0 ⟩ x2
4 3 · 2 = 6

t2 ⟨ 0, 4, 0, . . . ⟩ x4
2 3

f ⟨ 0, 4, 0, . . . ⟩ x4
2 6

r, r2 ⟨ 2, 0, 2, 0, . . . ⟩ x2
1x

2
3 4 · 2 = 8

Z(O :
α
V ) =

1

24

[
x8
1 + 6x2

4 + 9x4
2 + 8x2

1x
2
3

]
.

Íàéä¼ì öèêëîâîé èíäåêñ òðàíçèòèâíîãî ñàìîäåéñòâèÿ Z6.

Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíî âåðøè-
íû ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà áóê-
âàìè A, . . . , F ,
Z6 = ⟨g⟩, g � ïîâîðîò íà 60◦.

g ∈ Z6 Type(g) w(g)

e = (A) . . . (F ) ⟨ 6, 0, 0, 0, 0, 0 ⟩ x6
1

g = (ABCDEF ) ⟨ 0, 0, 0, 0, 0, 1 ⟩ x6

g2 = (ACE)(BDF ) ⟨ 0, 0, 2, 0, 0, 0 ⟩ x2
3

g3 = (AD)(BE)(CF ) ⟨ 0, 3, 0, 0, 0, 0 ⟩ x3
2

g4 = (AEC)(BFD) ⟨ 0, 0, 2, 0, 0, 0 ⟩ x2
3

g5 = (AFEDCB) ⟨ 0, 0, 0, 0, 0, 1 ⟩ x6

ZZ6 =
1

6

[
x6
1 + x3

2 + 2x2
3 + 2x6

]
=

1

6

∑
d|6

φ(d)x
6/d
d ;

D(6) = { 1, 2, 3, 6 }, φ(1) = φ(2) = 1, φ(3) = φ(6) = 2.

Öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåéñòâèÿ Zn:

Z(Zn) =
1

n

∑
d|n

φ(d)x
n/d
d , φ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
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9ЕО ее и (9) # 
е (8,0, ...) 28 1 

В 260) 12 |3:2=6 

р (0, 4,0, ...) та 3 

} (0, 4,0, ...) та 6 

т, 72 2020. ..) | 4122 |4.2=8 

2(0:У) = ы [21 + 624 + 952 + 82123 ]. 

Найдём цикловой индекс транзитивного самодействия 6. 

Обозначим последовательно верши- с 

ны правильного шестиугольника бук- ИХ 

вами А,..., Е, 4 р 

И = (9), 9 — поворот на 60°. МАУ 

ЧЕ 16 Туре(9) (9) 
е = (А)... (ЕР) (6, 0, 0, 0, 0,0) | 26 

9 = (АВСРЕР) (0, 0, 0,0, 0,1) | 16 

у = (АСЕ)(ВОЕ) (0,0, 2, 0, 0,0) | 22 

= (АР)(ВЕ)(СЕ) | (0, 3, 0, 0, 0,0) | 23 

у = (АЕС)(ВЕР) (0,0, 2, 0, 0,0) | 22 

= (АРЕОСВ) (0, 0, 0,0, 0,1) | тб 

1 1 
Ит = в [1+2 + 223 + 226 | = ви" 

26) = {1,2,3,6}, Ф(П = в(2) = Ъ 9(3) = 96) = 2.
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Íàïîìíèì: çíà÷åíèå ôóíêöèè Ýéëåðà φ(n) íàòóðàëüíîãî
àðãóìåíòà n åñòü êîëè÷åñòâî ÷èñåë èç èíòåðâàëà [ 1, . . . , n− 1 ]
âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n è, ïî îïðåäåëåíèþ, φ(1) = 1.

Íàéä¼ì òåïåðü öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåò-
ðèè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà (ãðóïïû äèýäðà) Dn íà åãî âåð-
øèíû (= ñòîðîíû). |Dn| = 2n, n > 2.

Ðåøåíèå. 1. Ïðè íå÷¼òíûõ n: Dn = ⟨ t, f ⟩, ãäå
t � âðàùåíèå íà 360◦/n âîêðóã öåíòðà êâàäðàòà, ⟨t⟩ ∼= Zn;

r � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
âåðøèíó è öåíòð ìíîãîóãîëüíèêà, ⟨r⟩ ∼= Z2, n îñåé.

Z(Dn) =
1

2n

∑
d|n

φ(d)x
n /d
d + nx1x

(n−1)/2
2

 =

=
1

2
Z(Zn) +

1

2
x1x

(n−1)/2
2 .

2. Ïðè ÷¼òíûõ n: Dn = ⟨ t, f, s ⟩, ãäå
t � òî æå;

f � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíîå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, ⟨f⟩ ∼= Z2, n/2 îñåé;

s � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíîå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèí, ⟨s⟩ ∼= Z2, n/2 îñåé.

Z(Dn) =
1

2n

∑
d|n

φ(d)x
n/d
d +

n

2
x

n /2
2 +

n

2
x2
1x

n/2−1
2

 =

=
1

2
Z(Zn) +

1

4

[
x
n/2
2 + x2

1x
n/2−1
2

]
.
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Напомним: значение функции Эйлера ф(п) натурального 
аргумента, п, есть количество чисел из интервала [1,..., п-—1] 
взаимно простых с п и, по определению, (1) = 1. 

Найдём теперь цикловой индекс действия группы симмет- 

рии правильного п-угольника (группы диэдра) Г)», на его вер- 
шины (= стороны). |0,| = 2, п > 2. 

Решение. 1. При нечёгных п: О» = (% Х), где 

$ — вращение на 360° /п вокруг центра квадрала, (#) = и; 

т — симметрия относительно прямой, проходящей через 

вершину и центр многоугольника, (7) = 75, п осей. 

1 т п— 

2(О,) = п У`+(ах т + па 07| = 

ат 

2. При чётных п: О» = (В № з), где 

$ — то же; 

 — симметрия относительное прямой, проходящей через 
середины противоположных сторон, (1) = 75, п/2 осей; 

$ — симметрия относительное прямой, проходящей через 
противоположные веритин, (3$) < 75, п/2 осей.
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Öèêëîâûå èíäåêñû ñàìîäåéñòâèÿ Sn, Zn, Dn è
äåéñòâèÿ ãðóïïû O íà ýëåìåíòû êóáà (F � ãðà-
íè, R � ð¼áðà, V � âåðøèíû)

Z(Sn) =
∑

(j1,...,jn)∈Nn
0

1j1+2j2+...+njn =n

xj1
1 x

j2
2 . . . xjn

n

(1j1j1!)(2j2j2!) . . . (njnjn!)
,

Z(Zn) =
1

n

∑
d|n

φ(d)x
n/d
d , φ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà,

Z(Dn) =
1

2
Z(Zn) +

{
1
2
x1x

(n−1)/2
2 , n íå÷¼òíî,

1
4

[
x
n/2
2 + x2

1x
(n−2)/2
2

]
, n ÷¼òíî,

Z(O :
α
V ) =

1

24

[
x8
1 + 9x4

2 + 6x2
4 + 8x2

1x
2
3

]
,

Z(O :
α
E) =

1

24

[
x12
1 + 3x6

2 + 8x4
3 + 6x2

1x
5
2 + 6x3

4

]
,

Z(O :
α
F ) =

1

24

[
x6
1 + 3x2

1x
2
2 + 6x2

1x4 + 6x3
2 + 8x2

3

]
.

4.5 Çàäà÷è ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáè-

íàòîðèêè

Ê ìíîæåñòâó T , |T | = N , ãðóïïå G, |G| = n è äåéñòâèþ
G :

α
T äîáàâèì ìíîæåñòâî R = {c1, . . . , cr}, ìåòîê (¾êðàñîê¿), è

ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé F = RT � ïðèïèñûâàíèÿ ìåòîê (ðàñêðà-
øèâàíèé) ýëåìåíòàì T . G, äåéñòâóÿ íà T , äåéñòâóåò è íà RT .
Ïðèäàäèì âåñ ýëåìåíòàì R: w(ci) = yi, i = 1, r.

:::::::::
Òåîðåìà 4.13 (Ðåäôèëäà �Ïîéà; 1927, 19373)). Öèêëîâîé èíäåêñ
äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà RT åñòü

3) Òåîðåìà âïåðâûå îïóáëèêîâàíà Äæîíîì Ãîâàðäîì Ðåäôèëäîì â 1927
ã., íî åãî ðàáîòà îñòàëàñü íåçàìå÷åííîé. Íåçàâèñèìî äîêàçàíà Äüåðäåì

Ïîéà â 1937 ã. ñ äåìîíñòðàöèåé ïðèìåíèìîñòè ðåçóëüòàòà ê ïåðå÷èñëåíèþ
õèìè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé.
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Пикловые индексы самодействия 5, 7, ПД, и 
действия группы О на элементы куба (Ё— гра- 
ни, А — рёбра, У — вершины) 

Пт. од 
7(5,) = 1—2 п 

(5») >, (17 1!) (2212!)... (п!) ° 
(91... т) Е мо 

171 +272+...Ё пт =" 

ат 

р 1 р 1 аж 9, п, нечётно, 

(р,) = 2 (2) + 1 [5” над 0 | ‚ п чётно, 

1 
(О :У) =54 [2% + 925 + 624 + 82123 |, 

1 
(О: Е) =54 [217+ 322 + 823 - 62122 + 621 |, 

1 
(О: ЕР) = [25 + 32122 + ба1х4 + 645 + 823 |. 

4.5 Задачи перечислительной комби- 

наторики 

К множеству Т, |Т| = №, группе С, |С| = п и действию 

С':Т добавим множество В = {с1,...,с,}, меток («красок»), и 

совокупность функций РЁ = ВТ — приписывания меток (раскра- 

шиваний) элементам Т. С, действуя на Т, действует и на ВТ. 

Придадим вес элементам А: 4(с;) = у;, &= 1.т. 

Теорема 4.13 (Редфилда-Пойа; 1927, 19373). Цикловой индекс 
действия группы С на ВТ есть 

3) Теорема, впервые опубликована Джоном Говардом, Редфилдом в 1927 

г.. но его работа, осталась незамеченной. Независимо доказана Дъердем 

Пойа в 1937 г. с демонстрацией применимости результата, к перечислению 

химических соединений.



4.5. Çàäà÷è ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáèíàòîðèêè 151

Z(G :
α
RT , y1, . . . , yr) =

= Z(G :
α
T, x1, . . . , xN)

∣∣∣∣
xk = yk1+...+ykr , k=1,N

.

:::::::::::
Ñëåäñòâèå. Åñëè âñå âåñà âûáðàíû îäèíàêîâûìè, ò. å. y1 = . . . =
yr = 1, òî x1 = . . . = xN = r è ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

W (F ) = Z(G :
α
T, r, . . . , r)

� ëåììà Á¼ðíñàéäà.

×òî ìîæíî îïðåäåëèòü (ïîäñ÷èòàòü) ñ ïîìîùüþ:
ëåììû Á¼ðíñàéäà � îáùåå ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ðàçìåòîê

(ðàñêðàñîê);

òåîðåìû Ðåäôèëäà �Ïîéà � ÷èñëî ðàçìåòîê äàííîãî òèïà,
ò. å. ñîäåðæàùèõ äàííîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ êîíêðåò-
íîãî öâåòà (ìåòêè).

Óñëîæíèì çàäà÷ó îá îæåðåëüÿõ:
Çàäà÷à 4.4 (îá îæåðåëüÿõ N = 5, r = 3, ïðîäîëæåíèå, áîëåå
ñëîæíûé âàðèàíò). Öâåòà � êðàñíûé, ñèíèé, çåë¼íûé. Îæå-
ðåëüÿ îäèíàêîâû, åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî ïîâîðîòîì
è ïåðåâîðîòîì. Ñêîëüêî èìååòñÿ îæåðåëèé, èìåþùèõ ðîâíî 2
êðàñíûå áóñèíû?

Ðåøåíèå. Áûëî: G = D5, öèêëîâîé èíäåêñ

ZD5(x1, . . . , x5) =
1

10

[
x5
1 + 4x5 + 5x1x

2
2

]
,

âñåãî îæåðåëèé ZD5(3, . . . , 3) = 39. Ïîäñòàíîâêà:

x1 = y1 + y2 + y3, x2 = y21 + y22 + y23, . . . , x5 = y51 + y52 + y53. w(êðàñíûé) = y1,
w(ñèíèé) = y2,
w(çåë¼íûé) = y3

⇒
{

y1 = y,
y2 = y3 = 1

⇒

⇒


x1 = y + 2,
x2 = y2 + 2,
. . .
x5 = y5 + 2.

xk 7→ yk + 2, k = 1, 5;

Z(y) =
5∑

i=1

uiy
i;

u2 =?
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РС: Во, ху») = 

= 7(С:Т,2а,..., Жм) 
ФЕН. НУ, КЕМ 

Следствие. Если все веса выбраны одинаковыми, т. е. =... = 

у: =1, ТО =... Е Хм ЕТ Ц ЧИСЛО классов эквивалентности 

И(Е) = 2(С:Т,т,...,т) 

— лемма Бёрнсайюда. 

Что можно определить (подсчитать) с помощью: 

леммы Бёрнсайда — общее число неэквивалентных разметок 

(раскрасок); 

теоремы Редфилда-Пойа — число разметок данного типа, 

т. е. содержащих данное количество элементов конкрет- 
ного цвета (метки). 

Усложним задачу об ожерельях: 

Задача 4.4 (0б ожерельях № = 5, г = 3, продолжение, более 

сложный вариант). Цвета — красный, синий, зелёный. Оже- 

релья одинаковы, если одно получается из другого поворотом 

и переворотом. Сколько имеется ожерелий, имеющих ровно 2 

красные бусины? 

Решение. Было: С = О», цикловой индекс 

1 
Ру (71, > 15) — 10 [27+ 4% + 54122 | ) 

всего ожерелий Йр. (3,...,3) = 39. Подстановка: 

мЕШНУН ив, 2 ЕН, .., ФЕМЧТЮНИ. 

(красный) = 1, 
(синий) = | и, =, вт ” 
и(зелёный) = \з В 

1 =У+2 тк НУ У" + 2, К = Т,5; 
5 2 

ий — + 2, й 5” 2(у) = Ушу: 
1=1 

95 = +2 из =?



152 Ãëàâà 4. Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèé Ïîéà

Z(y) =
1

10

[
u0 + u1y + u2y

2 + . . .+ u5y
5
]
=

=
1

10

[
(y + 2)5 + 4(y5 + 2) + 5(y + 2)(y2 + 2)2

]
=

=
1

10

[
. . .+ C2

52
3y2 + . . .+ 5(y + 2)(y4 + 4y2 + 4)

]
=

=
1

10

[
. . .+ (10 · 8 + 5 · 2 · 4) y2 + . . .

]
.

u2 = 8 + 4 = 12.

Çàäà÷à 4.9 (î ðàñêðàñêå êóáà). Âåðøèíû êóáà ïîìå÷àþò êðàñ-
íûìè è ñèíèì öâåòàìè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

1) ðàçíîïîìå÷åííûõ êóáîâ � #Col(2)?

2) êóáîâ, ó êîòîðûõ ïîëîâèíà âåðøèíû êðàñíûå �
#Col(4, 4)?

3) êóáîâ, ó êîòîðûõ íå áîëåå 2 êðàñíûõ âåðøèí �
#Col(⩽ 2, ∗)?

Ðåøåíèå.
Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ O íà âåðøèíû êóáà �

Z(O :
α
V ; x1, . . . x8) =

1

24

[
x8
1 + 6x2

4 + 9x4
2 + 8x2

1x
2
3

]
.

1) #Col(2) = Z(x1, . . . , x8)
∣∣∣
x1=...=x8=2

=

=
28 + 6 · 22 + 9 · 24 + 8 · 4 · 4

3 · 23
=

32 + 3 + 18 + 16

3
= 23.

2) w(êðàñíûé) = y, w(ñèíèé) = 1 ⇒ ,

xk = yk + 1, k = 1, 8:

#Col(4, 4) =
1

24

[
(y + 1)8 + 9 · (y2 + 1)4 + 6 · (y4 + 1)2+

+ 8 · (y + 1)2(y3 + 1)2
]
=

=
1

24

[
. . .+ C4

8y
4 + . . .+ 9(. . . 4y2 + 6y4 + . . .)+

6(. . .+ 2y4 + . . .) + 8(y2 + 2y + 1)(. . .+ 2y3 + . . .)
]
.
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29) = 70 [мо + изу + му? +... Ни] = 
1 = 16 [9+2 +44 +2) 5+2) +27] = 

|. + 2? +... +5(у+ 2) (и 4 +4) ] = 1 
10 

= 1 [...+(10-8+5-2.Ф+...]. 

2 = 8+4 = 12. 

Задача 4.9 (о раскраске куба). Вершины куба помечают крас- 

ными и синим цветами. Сколько существует 

1) разнопомеченных кубов — #Со[(2)? 

2) кубов, у которых половина вершины красные 

#СоЦ4, 4)? 

3) кубов, у которых не более 2 красных вершин — 

#СоЦ< 2, *)? 

Решение. 

Цикловой индекс действия О на вершины куба — 

И(О:И; 1л,... 18) = 1 + 654 + 922 + 821423 |. | 21 
П #Со[2) = 2(1,..., 18) оао 

_ 28-6.22+9.21+8.4.4 _ 32+3+ 18+ 16 

= 3.23 — 3 
= 23. 

2) ш(красный) = у, ш(синий) =1 =, 

ЕЕЖНЬА=Т8: 

#Со[(4, 4) = (9+ 1+9. (УИ 6. ИИ 

И = 
1 

= 5. + ОМА... +9(... 4 +6 +...)+ 

6(... +2 +...) +8(/ +2у+1(... + +...)].
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u4 =
1

24

[
70 + 9 · 6 + 6 · 2 + 8 · 2 · 2

]
=

168

24
= 7.

3) #Col(⩽ 2, ∗) = u0 + u1 + u2, î÷åâèäíî u0 = u1 = 1.

u2 =
1

24

[
. . .+ 28y2 + 9(. . .+ 4y2 . . .) + 8(. . .+ y2 + . . .)

]
=

=
28 + 36 + 8

24
= 3.

#Col(⩽ 2, ∗) = 1 + 1 + 3 = 5.

Çàäà÷à 4.10 (î ÷èñëå ìîëåêóë). Ðàññìîòðèì ìîëåêóëû 4-
âàëåíòíîãî óãëåðîäà C: ãäå íà íà ìåñòå × ìîãóò íàõîäèòñÿ CH3

(ìåòèë), C2H5 (ýòèë), H (âîäîðîä) èëè Cl (õëîð). Íàïðèìåð �
2,2 äèõëîðïðîïàí.

Íàéòè
1) îáùåå ÷èñëî M âñåõ ìîëåêóë;

2) ÷èñëî ìîëåêóë ñ H = 0, 1, 2, 3, 4 àòîìàìè âîäîðîäà.

Ðåøåíèå. Êàêàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò è íà êàêîì ìíîæåñòâå?
T íà ìíîæåñòâå âåðøèí òåòðàýäðà.
Íàõîäèì öèêëîâîé èíäåêñ:

g ∈ T Type(g) w(g) #

e ⟨ 4, 0, 0, 0 ⟩ x4
1 1

t, t2 ⟨ 1, 0, 1, 0 ⟩ x1x3 4 · 2 = 8

f ⟨ 0, 2, 0, 0 ⟩ x2
2 3

Z(T :
α
V ) =

1

12

[
x4
1 + 8x1x3 + 3x2

2

]
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[70+9.6+6.2+8.2.2] = 108 т 
1 

— 24 Ча = 54 

3) #Со[< 2, *) = шо + и: + и, очевидно чо = и: = 1. 
1 

№ = |... +28 +9(... +4...) +8(...НУ+...)] = 
2 

_ 28+36 +8 
= 3. 

24 

#Со[(< 2,*) = 1+ 1+3 = 5. 

Задача 4.10 (о числе молекул). Рассмотрим молекулы 4- 
валентного углерода, С: где на на месте х могут находится СНз 
(метил), С>Нь (этил), Н (водород) или С (хлор). Например — 
2,2 дихлорпропан. 

Найти 
1) общее число М всех молекул; 

2) число молекул с Н = 0, 1, 2, 3, 4 атомами водорода. 

х СНз 

х [© х С] С СН: 

х С] 

Решение. Какая группа действует и на каком множестве? 

Т на множестве вершин тетраэдра. 

Находим цикловой индекс: 

ЧЕТ | Туре(9) | (9) # 
е (4,0,0,0) | 21 1 

БР | (10,10) жж | 4.2=8 

/ | (0,2,0,0) | 2 3 
1 

РТ: У) = 15 [21 + 82123 + 325 |
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1. Âñåãî M ìîëåêóë (4 ðàäèêàëà, x1 = . . . = x4 = 4):

M = Z(x1, . . . , x4) =
44 + 8 · 4 · 4 + 3 · 42

3 · 4
= 36.

2. Âåñà: y1 = H, y2 = y3 = y4 = 1.
Ïîäñòàíîâêà â P : xk = Hk + 3, k = 1, 4.

Z(H) =

=
1

12

[
(H + 3)4 + 8 (H + 3)

(
H3 + 3

)
+ 3

(
H2 + 3

)2 ]
=

=
1

12

[ (
H4 + 4 · H3 · 3 + 6 · H2 · 9 + 4 · H · 27 + 81

)
+

+8
(
H4 + 3H3 + 3H + 9

)
+ 3

(
H4 + 6H2 + 9

) ]
=

= 1 · H4 + 3 · H3 + 6 · H2 + 11 · H+ 15.

Èòîãî èìååòñÿ ìîëåêóë ñ ÷èñëîì àòîìà âîäîðîäà: ñ ÷åòûðü-
ìÿ � 1 øò., ñ òðåìÿ � 3 øò., ñ äâóìÿ � 6 øò., ñ îäíèì � 11 øò.,
áåç àòîìîâ âîäîðîäà � 15 øò., âñåãî � 1 + 3 + 6 + 11 + 15 = 36.

154 Глава 4. Теория перечислений Пойа 

1. Всего М молекул (4 радикала, 11 =... = 24 = 4): 

44 -8.4.А-+ 3. 42 
М = 2(ж1,..., 14) = ы 3 ты = 36. 

2. Веса;: у = Н, у = з=и=Е. 

Подстановка в Р: ть = НА+З, =14. 

(+3) +8 (Н+3) (№3 +3) +3(н*+3)*| = 

) + = [ (5 +4. Н°.3+6.Н?.9+4.Н.27+81 

+8 (Н“ + ЗН? + ЗН +9) +3 (Н* + 6Н* +9) | = 

= 1. Н*-+3. НЗ +6. Н"+И.Н+15. 

Итого имеется молекул с числом атома водорода: с четырь- 

мя — 1 шт., с тремя — 3 шт., с двумя — 6 шт., с одним — 11 шт, 

без атомов водорода — 15 шт., всего — 1+3 -+6-+ 11+ 15 = 36.
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Ãëàâà 5

Àëãåáðàè÷åñêèå îñíîâû

êðèïòîãðàôèè

5.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Òåðìèíû. Äëÿ ìíîãèõ êðèïòîëîãè÷åñêèõ òåðìèíîâ èìå-
þòñÿ ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ðàçíîé ñòåïåíè àäåêâàòíîñòè.
Íàì áóäóò äîñòàòî÷íû íèæåïðèâåä¼ííûå.

Êðèïòîãðàôèÿ (cryptography, äð.-ãðå÷. òàéíîïèñü) � íàóêà î
ñïîñîáàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ (çàøèôðîâàíèÿ) èíôîðìàöèè ñ
öåëüþ å¼ çàùèòû îò íåçàêîííûõ ïîëüçîâàòåëåé, îáåñïå-
÷åíèÿ öåëîñòíîñòè è ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ ïðîâåðêè ïîä-
ëèííîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîìåõîóñòîé÷èâîå êîäèðîâàíèå çà-
ùèùàåò èíôîðìàöèþ îò åñòåñòâåííûõ, ïðèðîäíûõ âîç-
äåéñòâèé, òî êðèïòîãðàôè÷åñêèå ìåòîäû ïðèçâàíû çà-
ùèòèòü èíôîðìàöèþ îò îñìûñëåííûõ âîçäåéñòâèé çëî-
óìûøëåííèêà.

Îòêðûòûé òåêñò (plaintext) � ñîîáùåíèå, ïîäëåæàùåå çà-
øèôðîâàíèþ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî äâîè÷íîå ñëîâî x äëèíû n, òî åñòü
x ∈ {0, 1}n.
Íàïðèìåð, òåêñòû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îáû÷íî ïðåä-
ñòàâëÿþò, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ 27-çíà÷íóþ êîäèðîâ-
êó

a = 01, b = 02, . . . , z = 26, ïðîáåë = 00.

Øèôðòåêñò (ciphertext), èëè êðèïòîãðàììà � ðåçóëüòàò çà-
øèôðîâàíèÿ îòêðûòîãî òåêñòà. Òàê æå ñ÷èòàåì, ÷òî
øèôðòåêñò åñòü äâîè÷íîå ñëîâî.

5.1. Основные понятия 155 

Глава 5 

Алгебраические основы 

криптографии 

5.1 Основные понятия 

Термины. Для многих криптологических терминов име- 

ются различные определения разной степени адекватности. 

Нам будут достаточны нижеприведённые. 

Криптография (сгурбостарВу, др.-греч. тайнопись) — наука о 

способах преобразования (залпифрования) информации с 

целью её защиты от незаконных пользователей, обеспе- 

чения целостности и реализации методов проверки под- 

ЛИнННоОСТИ. 

Таким образом, если помехоустойчивое кодирование за- 

щищает информацию от естественных, природных воз- 

действий, то криптографические методы призваны за- 

щитить информацию от осмысленных воздействий зло- 

умышленника. 

Открытишй текст (р|айпцехй) — сообщение, подлежащее за- 

шифрованию. 

Будем считать, что это двоичное слово 1 длины п, то есть 
те {0,1}". 

Например, тексты на английском языке обычно пред- 
ставляют, используя стандартную 87-значную кодиров- 

ку 
а = 01, 6 = 02, ..., 2 = 26, пробел = 00. 

Шифртекст (стрвекех{), или криптограмма — результат за- 

шифрования открытого текста. Так же считаем, что 

шифртекст есть двоичное слово.
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Øèôð (cipher) � ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îáðàòèìûõ îòîá-
ðàæåíèé ìíîæåñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îòêðûòûõ òåê-
ñòîâ âî ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé øèôðòåêñòîâ.

Êëþ÷ (key) èëè êðèïòîïåðåìåííàÿ � ïàðàìåòð (îáû÷íî ñîñ-
òàâíîé), îïðåäåëÿþùèé âûáîð êîíêðåòíîãî îòîáðàæåíèÿ
èç âõîäÿùèõ â øèôð.

Çàøèôðîâàíèå (encryption) � ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ îòêðû-
òîãî òåêñòà â ñîîòâåòñòâóþùóþ êðèïòîãðàììó ñ ïîìî-
ùüþ øèôðà è êëþ÷à ê íåìó.

Ðàñøèôðîâàíèå (decryption) � ïðîöåññ, îáðàòíûé ê çàøèôðî-
âàíèþ, îñóùåñòâëÿåìûé ïðè èçâåñòíîì çíà÷åíèè êëþ÷à.

Äåøèôðîâàíèå (decryption) � ïðîöåññ ðàñêðûòèÿ êðèïòîãðàì-
ìû (çëîóìûøëåííèêîì èëè êðèïòîàíàëèòèêîì) áåç çíà-
íèÿ ñåêðåòíîãî êëþ÷à è îáû÷íî ñâîäÿùèéñÿ ê åãî íàõîæ-
äåíèþ.

Îïðåäåëåíèÿ øèôðà è åãî êëþ÷à ñîîòâåòñòâóþò ïðèíÿòîìó
â ñîâðåìåííîé êðèïòîãðàôèè ïðàâèëó ñòîéêîñòè Î. Êåðêãîô-
ôñà1), ñîãëàñíî êîòîðîìó â ñåêðåòå äåðæèòñÿ òîëüêî êëþ÷, à
ñàì àëãîðèòì øèôðîâàíèÿ îòêðûò.

Òàêèì îáðàçîì, íàä¼æíîñòü çàøèôðîâàíèÿ îïðåäåëÿåò-
ñÿ èñêëþ÷èòåëüíî çíà÷åíèåì åãî êëþ÷à, èçâåñòíîìó òîëüêî
ëåãàëüíûì ïîëüçîâàòåëÿì. Àëãîðèòì øèôðîâàíèÿ òùàòåëüíî
ðàçðàáàòûâàåòñÿ è ìåíÿåòñÿ â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ. Êëþ÷ æå ïðè íå-
îáõîäèìîñòè ëåãêî ñìåíÿåòñÿ: çàùèù¼ííîñòü ñèñòåìû íå äîëæ-
íà çàâèñåòü îò ñåêðåòíîñòè ÷åãî-ëèáî òàêîãî, ÷òî íåâîçìîæíî
áûñòðî èçìåíèòü.

Ñåêðåòíîñòü êëþ÷à øèôðà äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íà, ÷òîáû
ñîõðàíèòü ñòîéêîñòü ê ïîïûòêàì âçëîìà. Â ñîâðåìåííûõ êðèï-
òîñèñòåìàõ êëþ÷ çàäàåòñÿ äâîè÷íûì ÷èñëîì äëèíîé íå ìåíåå
128 è äî 4096 áèò.

1)Îãþñò Êåðêãîôôñ (Auguste Kerckho�s, 1835�1903) � íèäåðëàíäñêèé
êðèïòîãðàô, ëèíãâèñò, èñòîðèê, ìàòåìàòèê, àâòîð ôóíäàìåíòàëüíîãî òðó-
äà ¾Âîåííàÿ êðèïòîãðàôèÿ¿ (1883), â êîòîðîì ñôîðìóëèðîâàíû îáùèå
òðåáîâàíèÿ ê êðèïòîñèñòåìàì.
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Шифр (сарВег) — параметрическое семейство обратимых отоб- 

ражений множества последовательностей открытых тек- 

стов во множество последовательностей ппифртекстов. 

Ключ (Кеу) или криптопеременная — параметр (обычно сос- 

тавной), определяющий выбор конкретного отображения 

из входящих в шифр. 

Заиифрование (епсгуриоп) — процесс преобразования откры- 

того текста в соответствующую криптограмму с помо- 

щью шифра и ключа к нему. 

Расииифрование (Аестурйоп) — процесс, обратный к зашифро- 

ванию, осуществляемый при известном значении ключа. 

Дешифрование (4естурйой) — процесс раскрытия криптограм- 

мы (злоумышленником или крилтоаналитиком) без зна- 
ния секретного ключа и обычно сводящийся к его нахож- 
дению. 

Определения шифра и его ключа, соответствуют принятому 

в современной криптографии правилу стойкости О. Керкгоф- 

фса), согласно которому в секрете держится только ключ, а 

сам алгоритм шифрования открыт. 

Таким образом, надёжность зашифрования определяет- 

ся исключительно значением его ключа, известному только 

легальным пользователям. Алгоритм шифрования тщательно 

разрабатывается и меняется в редких случаях. Ключ же при не- 

обходимости легко сменяется: защищённость системы не долж- 

на зависеть от секретности чего-либо такого, что невозможно 

быстро изменить. 

Секретность ключа шифра должна быть достаточна, чтобы 

сохранить стойкость к попыткам взлома. В современных крип- 

тосистемах ключ задается двоичным числом длиной не менее 

128 и до 4096 бит. 

1 Огюст Керкгоффс (Апеиме КегсКВой , 1835-1903) — нидерландский 

криптограф, лингвист, историк, математик, автор фундаментального тру- 
да «Военная криптография» (1883), в котором сформулированы общие 

требования к криптосистемам.
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Øèôðû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà:

áëî÷íûå � ñîîáùåíèå ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè ôèêñèðîâàííîé
äëèíû, êîòîðûå ïðè äàííîì çíà÷åíèè êëþ÷à çàøèôðî-
âûâàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ò. å. ñîäåðæèìîå
êàæäîãî áëîêà íèêàê íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò çàøèôðîâà-
íèÿ äðóãèõ áëîêîâ (îáû÷íî îíè èìåþò äëèíó 64 èëè 128
áèò)2);

ïîòî÷íûå � ñîîáùåíèå øèôðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñèì-
âîëüíî (ñèìâîëîì ìîæåò áûòü êàê áèò, òàê è íåêîòîðàÿ
ñîâîêóïíîñòü áèòîâ), è êàæäûé ñèìâîë øèôðóåòñÿ â çà-
âèñèìîñòè íå òîëüêî îò èñïîëüçóåìîãî êëþ÷à, íî è îò åãî
ðàñïîëîæåíèÿ ïîòîêå îòêðûòîãî òåêñòà.

Òèïû øèôðñèñòåì. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ.
Çàøèôðîâàíèå îòêðûòîãî òåêñòà è åãî ðàñøèôðîâûâàíèå ïðî-
âîäÿò ñ èñïîëüçîâàíèåì, êàê ïðàâèëî, ðàçëè÷íûõ êëþ÷åé, êî-
òîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü ke è kd ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîæåñòâî èõ
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì êëþ÷åé.

Åñëè kd = ke, èëè îäèí êëþ÷ ìîæåò áûòü ëåãêî ïîëó÷åí èç
äðóãîãî, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèïòîñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷åñêîé, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � àñèììåòðè÷åñêîé.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèììåòðè÷åñêîé ñèñòåìû
îáà êëþ÷à äîëæíû áûòü èçâåñòíû òîëüêî ëåãàëüíûì àáîíåí-
òàì. Ïîýòîìó òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþò åù¼ êðèïòîñèñòåìàìè
ñ ñåêðåòíûì êëþ÷îì èëè îäíîêëþ÷åâûìè. Îíè èñïîëüçóþòñÿ
ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé ïî çàùèù¼ííûì ëèíèÿì ñâÿçè (ïðà-
âèòåëüñòâåííîé, ñëóæåáíûì èëè îáùåäîñòóïíûì), à òàêæå äëÿ
ïðîâîäêè áàíêîâñêèõ ïëàòåæåé, äåíåæíûõ ïåðåâîäîâ è îíëàéí-
îïëàòû.

Ïðèìåðîì ñèñòåìû ñ ñîâïàäàþùèìè êëþ÷àìè ÿâëÿåò-
ñÿ êðèïòîñèñòåìà ãàììèðîâàíèÿ (èëè øèôð Âåðíàìà), êîãäà

êðèïòîãðàììó β̃ ïîëó÷àþò èç îòêðûòîãî òåêñòà α̃ ïóò¼ì ñëî-
æåíèÿ åãî ïî mod 2 ñ íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì äâîè÷íûì ñëîâîì-

êëþ÷¼ì γ̃ òîé æå äëèíû (β̃ = α̃ + γ̃), à âòîðè÷íîå òàêîå ñëîæå-

2) íå ïóòàéòå: êîäû � áëîêîâûå, à øèôðû � áëî÷íûå
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Шифры подразделяются на: 

блочные — сообщение разбивается на блоки фиксированной 

длины, которые при данном значении ключа зашифро- 

вываются независимо друг от друга, т. е. содержимое 

каждого блока никак не влияет на результат зашифровал 

ния других блоков (обычно они имеют длину 64 или 128 

бит)?); 

поточные — сообщение шифруется последовательно посим- 

вольно (символом может быть как бит, так и некоторая 

совокупность битов), и каждый символ шифруется в за- 

висимости не только от используемого ключа, но и от его 

расположения потоке открытого текста. 

Типы шифрсистем. Сложность алгоритмов. 
Зашифрование открытого текста и его расшифровывание про- 

водят с использованием, как правило, различных ключей, ко- 

торые будем обозначать Кс и Ка соответственно. Множество их 

возможных значений называют пространством ключей. 

Если Ка = Ке, или один ключ может быть легко получен из 

другого, то соответствующая криптосистема называется сим- 

метрической, а в противном случае — асимметрической. 

Понятно, что при использовании симметрической системы 

оба, ключа должны быть известны только легальным абонен- 

там. Поэтому такие системы называют ещё криптосистемами 

с секретным ключом или одноключевыми. Они используются 

при передаче сообщений по защищённым линиям связи (пра- 

вительственной, служебным или общедоступным), а также для 

проводки банковских платежей, денежных переводов и онлайн- 

оплаты. 

Примером системы с совпадающими ключами являет- 

ся криптосистема гаммирования (или шифр Вернама), когда, 

криптограмму 6 получают из открытого текста @ путём сло- 

жения его по то4 2 с некоторым случайным двоичным словом- 

ключём 7 той же длины (В =а +7), а вторичное такое сложе- 

2) не путайте: коды — блоковые, а шифры — блочные
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íèå å¼ ðàñøèôðîâûâàåò. Â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, êðèïòîãðàì-
ìà ìîæåò îêàçàòüñÿ ðåçóëüòàòîì çàøèôðîâàíèÿ ëþáîãî îòêðû-
òîãî òåêñòà ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå γ̃. Òàêàÿ ñèñòåìà îáëàäà-
åò àáñîëþòíîé êðèïòîñòîéêîñòüþ (ñòîéêîñòü ê äåøèôðîâà-
íèþ, îáåñïå÷åííàÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè çàêîíàìè ïðèðîäû, à íå
èìåþùèìèñÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè âîçìîæíîñòÿìè), åñëè êëþ÷ íå
ñîäåðæèò äëèííûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áèò è
èñïîëüçóåòñÿ îäíîêðàòíî3).

Óòâåðæä¼ííàÿ â Ðîññèè ñ 1.06.2019 â êà÷åñòâå ñòàíäàðòà
êðèïòîñèñòåìà ¾Êóçíå÷èê¿ ðåàëèçóåò ñèììåòðè÷íûé àëãîðèòì
áëî÷íîãî øèôðîâàíèÿ ñ ðàçìåðîì áëîêà 128 áèò è äëèíîé ñåê-
ðåòíîãî êëþ÷à 256 áèò.

Îáúÿâëåííàÿ â ÑØÀ ñ 26.05.2002 ñòàíäàðòîì êðèïòîñèñòå-
ìà AES (Advanced Encryption Standard, ïðèøåäøàÿ íà ñìåíó
ñèñòåìå DES, Data Encryption Standard), ðåàëèçóåò ñèììåòðè÷-
íûé àëãîðèòì áëî÷íîãî øèôðîâàíèÿ ñ ðàçìåðîì áëîêà 128 áèò
è äëèíîé êëþ÷à 128/192/256 áèò.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñèììåòðè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè � îáåñ-
ïå÷åíèå ñåêðåòíîñòè ïðè ïåðåäà÷å êëþ÷åé.

Ïðè àñèììåòðè÷åñêîì øèôðîâàíèè êëþ÷ ðàñøèôðîâàíèÿ
kd îñòà¼òñÿ ñåêðåòíûì (private, cipher key), à êëþ÷ çàøèôðî-
âàíèÿ ke äåëàåòñÿ îáùåäîñòóïíûì (public key). Ïîýòîìó àñèì-
ìåòðè÷åñêèå ñèñòåìû íàçûâàþò åù¼ êðèïòîñèñòåìàìè ñ îò-
êðûòûì êëþ÷îì èëè äâóêëþ÷åâûìè.

Àñèììåòðè÷íîå øèôðîâàíèå ïðèìåíÿþò, êîãäà, íàïðèìåð,
ïðè âûðàáîòêå ñåêðåòíîãî êëþ÷à äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé êðèïòî-
ñèñòåìû ïî îòêðûòîìó êàíàëó ñâÿçè è ñîçäàíèÿ öèôðîâîé ïîä-
ïèñè èëè ñåðòèôèêàòà. Îïðåäåëåíèÿ ïðèâåä¼ííûõ ïîíÿòèé è
ñïîñîáû ðåàëèçàöèè àñèììåòðè÷íîãî øèôðîâàíèÿ áóäóò ðàñ-
ñìîòðåíû äàëåå.

3)Èñïîëüçîâàíèå äàííîé è àíàëîãè÷íûõ êðèïòîñèñòåì ñ îäíîðàçîâûì

øèôðáëîêíîòîì (ñîäåðæàùèì íàáîðû êëþ÷åé γ̃1, γ̃2, . . .) òðåáóåò âûðàáîò-
êè äëèííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êëþ÷åé íóæíîãî êà÷åñòâà, ðåøåíèÿ ïðî-
áëåì èõ õðàíåíèÿ, ïåðåäà÷è è óíè÷òîæåíèÿ ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ. Íà êàæ-
äîì èç ýòèõ ýòàïîâ æèçíåííîãî öèêëà êëþ÷åé èìååòñÿ óãðîçà èõ ðàñêðû-
òèÿ. Âñå ýòî äåëàåò äàííûå ñèñòåìû íåïðàêòè÷íûìè, äîðîãîñòîÿùèìè, è
îíè ïðèìåíÿþòñÿ â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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ние её расшифровывает. В этом случае, очевидно, криптограм- 

ма может оказаться результатом зашифрования любого откры- 

того текста при подходящем выборе 7. Такая система облада- 

ет абсолютной криптостойкостью (стойкость к дешифрова- 

нию, обеспеченная фундаментальными законами приролы, а не 

имеющимися технологическими возможностями), если ключ не 

содержит длинных повторяющихся последовательностей бит и 

используется однократно». 
Утверждённая в России с 1.06.2019 в качестве стандарта, 

криптосистема «Кузнечик» реализует симметричный алгоритм 

блочного шифрования с размером блока 128 бит и длиной сек- 

ретного ключа 256 бит. 

Объявленная в США с 26.05.2002 стандартом криптосисте- 

ма АЕБ (А4уапсеЯ ЕпстурНоп Э$апЧагА, пришедитая на смену 

системе РЕЗ, Раба Епсгурйоп Э$ап4ага), реализует симметрич- 

ный алгоритм блочного шифрования с размером блока 128 бит 

и длиной ключа 128/192/256 бит. 
Основная проблема симметрической криптографии — обес- 

печение секретности при передаче ключей. 

При асимметрическом шифровании ключ расшифрования 

Ка остаётся секретным (риуаёе, стрВег Кеу), а ключ заииифро- 

вания К. делается общедоступным (рис Кеу). Поэтому асим- 

метрические системы называют ешё кригипосистемами с от- 

крытым ключом или двуключевыми. 

Асимметричное шифрование применяют, когда, например, 

при выработке секретного ключа для симметрической крипто- 

системы по открытому каналу связи и создания цифровой под- 

писи или сертификата. Определения приведённых понятий и 

способы реализации асимметричного шифрования будут рас- 

смотрены далее. 

3) Использование данной и аналогичных криптосистем с одноразовым 

иифорблокнотом (содержащим наборы ключей 71, 7,...) требует выработ- 

ки длинных последовательностей ключей нужного качества, решения про- 

блем их хранения, передачи и уничтожения после использования. На каж- 

дом из этих этапов жизненного цикла ключей имеется угроза их раскры- 

тия. Все это делает данные системы непрактичными, дорогостоящими, и 

они применяются в исключительных случаях.
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Îïåðàòèâíî ðàñøèôðîâàòü êðèïòîãðàììó ìîæåò òîëüêî
àáîíåíò, êîòîðîìó èçâåñòåí ñåêðåòíûé êëþ÷. Êðèïòîñèñòåìà
ïðîåêòèðóåòñÿ òàê, ÷òîáû ñåêðåòíûé êëþ÷ íåëüçÿ áûëî îïðå-
äåëèòü (âû÷èñëèòü, ïîäîáðàòü) çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íåèçâåñòåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëè-
íîìèàëüíûì íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì, âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîãî â
çàâèñèìîñòè îò äëèíû ℓ âõîäíîãî ñëîâà îãðàíè÷åíî ñâåðõó âå-
ëè÷èíîé ℓc äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c, íå çàâèñÿùåé îò ℓ.

Âñåãäà ñóùåñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíûé àëãîðèòì ïîäáîðà
êëþ÷à kd, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïîëíîì ïåðåáîðå (brute force) âñåõ
âîçìîæíûõ ñåêðåòíûõ êëþ÷åé. Ýêñïîíåíöèàëüíûå àëãîðèòìû
èìåþò îöåíêó âðåìåíè èñïîëíåíèÿ exp(ℓ).

Øèôð ñ÷èòàþò êðèïòîñòîéêèì, åñëè íå ñóùåñòâóåò ìåòîäà
åãî äåøèôðîâàíèÿ, ¾âçëîìà¿, ñóùåñòâåííî áîëåå áûñòðîãî, ÷åì
ïîëíûé ïåðåáîð ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà êëþ÷åé.

Îáû÷íî ñóùåñòâóåò è ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé àëãîðèòì ïîä-
áîðà êëþ÷à kd. Âðåìÿ ðàáîòû ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî àëãîðèòìà
àñèìïòîòè÷åñêè ìåíüøå ëþáîé ýêñïîíåíòû, íî áîëüøå ëþáîãî
ïîëèíîìà îò ℓ.

Íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿþò ãèáðèäíûå êðèïòîãðàôè÷åñêèå
ñèñòåìû, êîãäà øèôðîâàíèå/ðàñøèôðîâàíèå ïåðåäàâàåìûõ
äàííûõ ïðîâîäèòñÿ áûñòðûìè ñèììåòðè÷íûìè àëãîðèòìàìè, à
äëÿ îáìåíà êëþ÷àìè èñïîëüçóþò àñèììåòðè÷íóþ êðèïòîãðà-
ôèþ (àëãîðèòìû êîòîðîé ðàáîòàþò â òûñÿ÷è ðàç ìåäëåííåå).

Êîíêðåòíî, â íà÷àëå îáìåíà ñîîáùåíèÿìè ïðîèñõîäèò òàê
íàçûâàåìîå ðóêîïîæàòèå, âî âðåìÿ êîòîðîãî ìåòîäàìè àñèì-
ìåòðè÷íîé êðèïòîãðàôèè âûðàáàòûâàþòñÿ êëþ÷è. Ïðè ýòîì
÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ àóòåíòèôèêàöèÿ � ïðîâåðêà òîãî, ÷òî àáî-
íåíò äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òåì, ñ êîòîðûì ïðåäïîëàãàåòñÿ
óñòàíîâèòü êîììóíèêàöèþ, à íå çëîóìûøëåííèêîì, âûäàþùèì
ñåáÿ çà ëåãàëüíîãî àáîíåíòà. Äàëåå â òå÷åíèå âñåé îñòàâøåéñÿ
ñåññèè ñîîáùåíèÿ çàøèôðîâûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèììåòðè÷íûõ
êðèïòîñèñòåì.
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Оперативно расшифровать криптограмму может только 
абонент, которому известен секретный ключ. Криптосистема 
проектируется так, чтобы секретный ключ нельзя было опре- 
делить (вычислить, подобрать) за приемлемое время. 

Последнее означает, что неизвестен полиномиальный алго- 

ритм решения соответствующей задачи. Напомним, что поли- 

номиальным называется алгоритм, время работы которого в 

зависимости от длины @ входного слова ограничено сверху ве- 

личиной (° для некоторой константы с, не зависящей от 4. 

Всегда существует экспоненциальный алгоритм подбора 

ключа Ка, заключающийся в полном переборе (5тиёе Готсе) всех 

возможных секретных ключей. Экспоненциальные алгоритмы 

имеют оценку времени исполнения е2р(6). 

Шифр считают крипитостойким, если не существует метода, 

его дешифрования, «взлома», существенно более быстрого, чем 

полный перебор элементов пространства ключей. 

Обычно существует и субэкспоненциальный алгоритм под- 

бора ключа Ка. Время работы субэкспоненциального алгоритма, 

асимптотически меньше любой экспоненты, но больше любого 

полинома от 6. 

На практике применяют гибридные криптографические 

системы, когда шифрование/растифрование передаваемых 

данных проводится быстрыми симметричными алгоритмами, а 

для обмена ключами используют асимметричную криптогра- 

фию (алгоритмы которой работают в тысячи раз медленнее). 

Конкретно, в начале обмена сообщениями происходит так 

называемое рукопожатие, во время которого методами асим- 

метричной криптографии вырабатываются ключи. При этом 

часто используется аутентификация — проверка того, что або- 

нент действительно является тем, с которым предполагается 

установить коммуникацию, а не злоумышленником, выдающим 

себя за легального абонента. Далее в течение всей оставшейся 

сессии сообщения зашифровываются с помощью симметричных 

криптосистем.
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Àëãîðèòì áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Ïðè
âîçâåäåíèè íåêîòîðîãî ÷èñëà a â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü x èñïîëü-
çóþò å¼ äâîè÷íóþ çàïèñü:

x = xk2
k + xk−12

k−1 + . . .+ x02
0, xi ∈ {0, 1}, i = 0, k.

Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü a53. Ïîñêîëüêó 53 =
25 + 24 + 22 + 1, òî

a53 = a2
5 · a24 · a22 · a20 .

Íàõîæäåíèå ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ òðåáóåò ïÿòè óìíîæå-
íèé: a2

5
= ((((a2)2)2)2)2. Â ïðîöåññå åãî âû÷èñëåíèÿ çàïîìè-

íàþòñÿ çíà÷åíèÿ a, âòîðîãî è òðåòüåãî ñîìíîæèòåëåé. Èõ ïå-
ðåìíîæåíèå òðåáóåò åù¼ òð¼õ óìíîæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
âû÷èñëåíèÿ a53 òðåáóåòñÿ òîëüêî 5 + 3 = 8, à íå 52 óìíîæåíèÿ.

Ïðè âû÷èñëåíèè ñòåïåíè íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ïî ìîäóëþ n
(modular exponentiation) âîçâîäÿò â êâàäðàò íå ñàìî ÷èñëî, à
åãî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà n, ÷òî ñóùåñòâåííî ïðîùå. Äëÿ ýòîãî
âû÷èñëÿþò âåêòîð

x = [ x0 . . . xk ]2

äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ x è òîãäà

ax = ax0
0 · ax1

1 · . . . · a
xk
k (mod n),

ãäå a0 = a è ai+1 ≡n a2i , i = 0, . . . , k − 1.

ßñíî, ÷òî ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü x ïî äàííîìó àëãîðèòìó
ïîòðåáóåòñÿ O(log2 x) îïåðàöèé.

Ïðèìåð 5.1. Âû÷èñëèì 311 (mod 5).
1. Íàõîäèì âåêòîð äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ

ñòåïåíè: 11 = 20+21+23 ↔ [ 1 1 0 1 ]. Ïîýòîìó 311 ≡5 a
1
0·a11·a02·a13.

2. Íàõîäèì ai, i = 0, 1, 2, 3:

a0 = 3 ≡5 3, a1 = 32 = 9 ≡5 4,

a2 = 42 = 16 ≡5 1, a3 = 12 ≡5 1.

3. Îêîí÷àòåëüíî 311 = 3 · 4 = 12 ≡5 2.
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Алгоритм быстрого возведения в степень. При 
возведении некоторого числа а в натуральную степень 5 исполь- 

зуют её двоичную запись: 

Хх = 2 - 19° +... 1029, не {0, 1}, ® = 0, А. 

Пусть, например, требуется вычислить а?З. Поскольку 53 = 

25 24 + 22 +- 1, то 

Нахождение первого сомножителя требует пяти умноже- 

ний: 4? = ((((а?)?)?)?)?. В процессе его вычисления запоми- 
наются значения а, второго и третьего сомножителей. Их пе- 

ремножение требует ещё трёх умножений. Таким образом, для 

вычисления а?3 требуется только 5 - 3 = 8, а не 52 умножения. 

При вычислении степени некоторого элемента по модулю п 

(тоашаг етропепиайот) возводят в квадрат не само число, а 

его остаток от деления на 7, что существенно проще. Для этого 

вычисляют вектор 

х = [10 ... 1ь]2 

двоичного представления 1 и тогда 

т _ 10 21 Тк а’ = а’.а1'....а» (шо п), 

где а =аи а =, а2, 1 =0,...,К-1. 

Ясно, что при возведении в степень 1 по данному алгоритму 

потребуется О(105. <) операций. 

Пример 5.1. Вычислим 3" (тоа 5). 
1. Находим вектор двоичного представления показателя 

степени: 11 = 29+21+-23 ++ [1101]. Поэтому ЗИ = аб-а1-а9-а. 

2. Находим а;, &= 0,1,2,3: 

ад = 3 55 3, а = 3? =9 = 4, 

аз = 4? = 16 =5 1, аз = Ш? =5 1. 

3. Окончательно ЗИ =3.4 = 12 =5 2.



5.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ 161

Òåîðåìû Ôåðìà è Ýéëåðà

:::::::::
Òåîðåìà 5.2 (Ï. Ôåðìà, ìàëàÿ). Åñëè öåëîå a íå äåëèòñÿ íà ïðî-
ñòîå ÷èñëî p, òî ap−1 ≡p 1.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî êàê ñëåäñòâèå 3 òåîðå-
ìû 2.26 (¾Ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ GF (q) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
xq − x = 0¿, ñì. ñ. 62).

Îáîáùåíèåì ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà ÿâëÿåòñÿ

:::::::::
Òåîðåìà 5.3 (Ë. Ýéëåð). Åñëè n > 1 è (a, n) = 1, òî

aφ(n) ≡n 1. (5.1)

Çàäà÷à î ðþêçàêå: âûáðàòü òàêèå ýëåìåíòû âåêòîð-
ñòðîêè a = [ a1 . . . an ] ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òîáû
èõ ñóììà ðàâíÿëàñü äàííîìó z (¾ðàçìåð ðþêçàêà¿)4).

Íàïðèìåð, â âåêòîðå

a = [ 43 129 215 473 903 302 561 1165 697 1523 ],

ïîä÷¼ðêíóòû ýëåìåíòû, äàþùèå â ñóììå z = 3231, òî
åñòü ðåøåíèåì çàäà÷è äëÿ äàííîãî z áóäåò âåêòîð-ñòîëáåö
x = [ 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 ]T ïîçèöèé âûáðàííûõ ÷èñåë: a × x = z.
Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå íåèç-
âåñòíû.

Îäíîñòîðîííÿÿ ôóíêöèÿ � öåíòðàëüíîå ïîíÿòèå
êðèïòîãðàôèè.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Îäíîñòîðîííåé (èëè îäíîíàïðàâëåííîé, one-

way function) íàçûâàåòñÿ îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ f : X → Y , îáëà-
äàþùàÿ ñâîéñòâàìè:

1) ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ çíà-
÷åíèé f(x);

4)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî (àíãë.
knapsack problem); äðóãèå íàçâàíèÿ çàäà÷è � îá óêëàäêå ðàíöà, ïðîáëå-
ìà ïîäìíîæåñòâà ñóììû.
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Теоремы Ферма и Эйлера 

Теорема 5.2 (П. Ферма, малая). Если целое а не делится на про- 

стое число р, то аР\ =, 1. 

Утверждение теоремы справедливо как следствие 3 теоре- 

мы 2.26 («Любой элемент поля С Ё(4) удовлетворяет равенству 
19 — т = 0», см. с. 62). 

Обобщением малой теоремы Ферма является 

Теорема 5.3 (Л. Эйлер). Если п > 1 и (а, п) =1, то 

а =, 1. (5.1) 

Задача о рюкзаке: выбрать такие элементы вектор- 

строки а = [а1 ... а | различных натуральных чисел, чтобы 

их сумма равнялась данному 2 («размер рюкзака» )®. 

Например, в векторе 

а = | 43 129 215 473 903 302 561 1165 697 1523 |, 

подчёркнуты элементы, дающие в сумме & = 3231, то 

есть решением задачи для данного х будет вектор-столбец, 

х = [ 0101101100 ]7 позиций выбранных чисел: ах х = 2. 
Полиномиальные алгоритмы решения задачи о рюкзаке неиз- 

вестны. 

Односторонняя функция — центральное понятие 
криптографии. 

Определение 5.4. Односторонней (или однонатравленной, опе- 

\ау ВисИоп) называется обратимая функция } : Х — У, обла- 

дающая свойствами: 

1) существует полиномиальный алгоритм вычисления зна- 

чений /(5); 

4) Предполагается, что решение существует и единственно (англ. 

Кпарзаск ргоеп); другие названия задачи — об укладке ранца, пробле- 

ма подмножества суммы.
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2) íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà îáðàùåíèÿ
ôóíêöèè f (òî åñòü íàõîæäåíèÿ x ïî çíà÷åíèþ y = f(x)).

Èíûìè ñëîâàìè, èíúåêòèâíóþ ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò îä-
íîíàïðàâëåííîé, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ X îòíîñèòåëüíî ëåãêî âû-
÷èñëÿåòñÿ y = f(x), íî ïî÷òè äëÿ âñåõ y ∈ Y , íàõîæäåíèå ëþ-
áîãî x ∈ X, äëÿ êîòîðîãî y = f(x) âû÷èñëèòåëüíî íå îñóùå-
ñòâèìî.

Äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíî, ÷òî îäíîíàïðàâëåííûå ôóíêöèè âî-
îáùå ñóùåñòâóþò, è ïðîáëåìà èõ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíà

ïðîáëåìå P
?
= NP . Îäíàêî áûëî ïðåäëîæåíî ìíîãî ôóíêöèé,

ïðåòåíäóþùèå íà îäíîñòîðîííîñòü. Îíè èñïîëüçóþò ñëîæíîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ÷èñåë èëè êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà. Ïðè-
âåäåì íåêîòîðûå èç òàêèõ çàäà÷.

� Íàéòè ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå (áîëüøîãî) íàòóðàëüíîãî
÷èñëà � çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè FACT.

� Äëÿ èçâåñòíûõ a, b, n èç íåêîòîðîãî êîëüöà (ïîëÿ) íàé-
òè òàêîå x, ÷òî ax = b (mod n) � çàäà÷à íàõîæäå-
íèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà, DLP (Discrete Logarithm
Problem5)).

� Ðåøèòü çàäà÷ó î ðþêçàêå.

� Äåêîäèðîâàòü èñïðàâëÿþùèé îøèáêè ëèíåéíûé êîä îá-
ùåãî âèäà.

Îäíîñòîðîííÿÿ ôóíêöèÿ ñ ñåêðåòîì (ñ ëàçåéêîé;

trapdoor one-way function) � ôóíêöèÿ fk : X → Y çàâèñÿùàÿ îò
ïàðàìåòðà k, íàçûâàåìûì ñåêðåòíûì êëþ÷îì èëè ëàçåéêîé è
òàêàÿ, ÷òî

1) âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ fk(x) îòíîñèòåëüíî íåñëîæíî, è ïðè
ýòîì îáû÷íî íå òðåáóåòñÿ çíàíèå ïàðàìåòðà k;

2) âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ f −1
k (y) äëÿ âñåõ y ∈ Y ïðè èçâåñò-

íîì k îòíîñèòåëüíî íåñëîæíî;

5) íå ïóòàòü ñ òåõíîëîãèÿìè ïðåäîòâðàùåíèÿ óòå÷åê êîíôèäåíöèàëüíîé
èíôîðìàöèè Data Leak Prevention
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2) не существует полиномиального алгоритма обращения 
функции } (то есть нахождения 5 по значению у = ](7)). 

Иными словами, инъективную функцию } (5) называют од- 
нонаправленной, если для всех х Е Х относительно легко вы- 
числяется у = }(1), но почти для всех уе У, нахождение лю- 
бого 1 Е Х, для которого у = }(5%) вычислительно не осуще- 
ствимо. 

До сих пор не доказано, что однонаправленные функции во- 
обще существуют, и проблема их существования эквивалентна, 

проблеме Р = МР. Однако было предложено много функций, 

претендующие на односторонность. Они используют сложность 

решения задач теории чисел или комбинаторного анализа. При- 

ведем некоторые из таких задач. 

® Найти примарное разложение (большого) натурального 
числа — задача факторизации КАСТ. 

® Лля известных а, 6, п из некоторого кольца (поля) най- 

ти такое т, что а” = $ (то4 п) — задача нахожде- 

ния дискретного логарифма, ОПОР (Пазсгее Говаг т 

РтоЫет?)). 

® Решить задачу о рюкзаке. 

® Лекодировать исправляющий ошибки линейный код об- 

щего вида. 

Односторонняя функция с секретом (с лазейкой; 

тар4доог опе-шау итсиоп) — функция }; : Х > У зависящая от 

параметра К, называемым секретным. ключом или лазейкой и 

такая, что 

1) вычисление значения (2) относительно несложно, и при 
этом обычно не требуется знание параметра, К; 

—1 2) вычисление значения ]; (у) для всех у © У при извест- 
ном К относительно несложно; 

5) не путать с технологиями предотвращения утечек конфиденциальной 

информации Оаба, Геак Ртеуепиоп
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3) íàõîæäåíèå f −1
k (y) äëÿ ïî÷òè âñåõ k è y ∈ Y âû÷èñëè-

òåëüíî íåîñóùåñòâèìî áåç çíàíèÿ k.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèâåä¼ííîì îáùåïðèíÿòîì íàçâàíèè ïðè-
ëàãàòåëüíîå �îäíîñòîðîííÿÿ� ïðîñòî ëèøíåå: åñëè ôóíêöèÿ íå
ÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííåé, òî î êàêîé ëàçåéêå âîîáùå èä¼ò ðå÷ü?

Îäèí èç ïðèìåðîâ, ïðåòåíäóþùèõ íà òî, ÷òîáû ÿâëÿòüñÿ
îäíîñòîðîííåé ôóíêöèåé ñ ëàçåéêîé � ôóíêöèÿ f(x) = y = xm

(mod n) âû÷èñëåíèÿ êîðíÿ m-é ñòåïåíè ïî mod n: íàõîæäåíèå
y = f(x) ïðîèçâîäèòñÿ áûñòðûì âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü, à ýô-
ôåêòèâíûé àëãîðèòì îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f −1(y) òðåáóåò
çíàíèÿ ïðèìàðíîãî ðàçëîæåíèÿ n. Ýòà èíôîðìàöèÿ ìîæåò ñ÷è-
òàòüñÿ ëàçåéêîé.

5.2 Êðèïòîãðàôè÷åñêèå ïðîòîêîëû

Êðèïòîãðàôè÷åñêèé ïðîòîêîë (cryptographic protocol) �
íàáîð ïðàâèë, ðåãëàìåíòèðóþùèõ èñïîëüçîâàíèå â èíôîðìà-
öèîííûõ ïðîöåññàõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è àë-
ãîðèòìîâ.

Ýëåêòðîííàÿ öèôðîâàÿ ïîäïèñü (ÝÖÏ) � ïîç-
âîëÿåò ïðîâåðèòü àâòîðñòâî äîêóìåíòà è îòñóòñòâèå â í¼ì èñ-
êàæåíèé.

Äëÿ îðãàíèçàöèè ÝÖÏ èñïîëüçóþò õýø-ôóíêöèþ H, êî-
òîðàÿ êàæäîìó äîêóìåíòó D ñîïîñòàâëÿåò áèòîâóþ ñòðîêó
H(D) = h óñòàíîâëåííîé (íåáîëüøîé) äëèíû. Ïîíÿòíî, ÷òî
õýø-ôóíêöèè îñóùåñòâëÿþò íåîáðàòèìûå ïðåîáðàçîâàíèå èí-
ôîðìàöèè è âûñòóïàåò êàê êîìïàêòíûé ïðåäñòàâèòåëü (ïàñ-
ïîðò) äîêóìåíòà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñíàáäèòü äîêóìåíò ýëåêòðîííîé öèôðîâîé
ïîäïèñüþ �

1. Àâòîð äîêóìåíòà D âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå h åãî õýø-
ôóíêöèè.
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3) нахождение }. "(у) для почти всех К иу Е У вычисли- 
тельно неосуществимо без знания К. 

Заметим что в приведённом об епринятом названии при- д щ 
лагательное “односторонняя” просто лишнее: если функция не 

является односторонней, то о какой лазейке вообще идёт речь? 

Один из примеров, претендующих на то, чтобы являться 
односторонней функцией с лазейкой — функция }(х) = у=х" 

(тоа п) вычисления корня т-й степени по тшо4 п: нахождение 
у = /(х) производится быстрым возведением в степень, а эф- 

фективный алгоритм обратного преобразования } (у) требует 
знания примарного разложения ®. Эта информация может счи- 
таться лазейкой. 

5.2 Криптографические протоколы 

Криптографический протокол (стурфортар№с ргофосо|) — 

набор правил, регламентирующих использование в информа- 

ционных процессах криптографических преобразований и ал- 

горитмов. 

Электронная цифровая подпись (ЭЦП) — поз 
воляет проверить авторство документа и отсутствие в нём ис- 

кажений. 

Для организации ЭЦП используют тэш-функцию Н, ко- 

торая каждому документу Г) сопоставляет битовую строку 

Н(р) = 1 установленной (небольшой) длины. Понятно, что 
хэш-функции осуществляют необратимые преобразование ин- 

формации и выступает как компактный представитель (пас- 

порт) документа. 

Для того, чтобы снабдить документ электронной цифровой 

подписью — 

1. Автор документа О) вычисляет значение Й его хэш- 

функции.



164 Ãëàâà 5. Àëãåáðàè÷åñêèå îñíîâû êðèïòîãðàôèè

2. Èñïîëüçóÿ ñâîé ñåêðåòíûé êëþ÷ k ê îäíîñòîðîííåé
ôóíêöèè ñ ñåêðåòîì fk, àâòîð âû÷èñëÿåò x = f −1

k (h) è
ïîñûëàåò àäðåñàòàì äîêóìåíò D, ñíàáæ¼ííûé õýøåì h è
çíà÷åíèåì x.

3. Ïðîâåðêó àâòîðñòâà äîêóìåíòà a ëåãêî ïðîâîäèò ëþáîé
àäðåñàò, âû÷èñëÿÿ áåç çíàíèÿ k çíà÷åíèå fk(x) è ñðàâíè-
âàÿ ðåçóëüòàò ñ h.

Ñõåìà ïðîòîêîëà:

D → h, x → (D, h, x)
ïåðåñûëêà

àäðåñàòàì−→ f(x)
?
= h.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Õýø-ôóíêöèÿ H ÿâëÿåòñÿ êðèïòîãðàôè÷åñêè
ñòîéêîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò òðåì òðåáîâàíèÿì:

1) íåîáðàòèìîñòü (ñòîéêîñòü ê âîññòàíîâëåíèþ ïðîîáðà-
çà) � äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ õýø-ôóíêöèè h äîëæíî
áûòü âû÷èñëèòåëüíî íåâîçìîæíî íàéòè áëîê äàííûõ X,
äëÿ êîòîðîãî H(X) = h.

2) ñòîéêîñòü ê êîëëèçèÿì I-ãî ðîäà (âîññòàíîâëåíèþ âòî-
ðûõ ïðîîáðàçîâ) � äëÿ çàäàííîãî ñîîáùåíèÿ M äîëæíî
áûòü âû÷èñëèòåëüíî íåâîçìîæíî ïîäîáðàòü äðóãîå ñîîá-
ùåíèå N , äëÿ êîòîðîãî H(N) = H(M).

3) ñòîéêîñòü ê êîëëèçèÿì II-ãî ðîäà � äîëæíî áûòü
âû÷èñëèòåëüíî íåâîçìîæíî ïîäîáðàòü ïàðó ñîîáùåíèé
(M,M ′), èìåþùèõ îäèíàêîâîå çíà÷åíèå õýø-ôóíêöèè.

Äëÿ õýøèðîâàíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþò êîäèðîâàíèå öèêëè÷å-
ñêèìè êîäàìè. Õîòÿ òàêàÿ õýø-ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ êðèïòîãðà-
ôè÷åñêè ñòîéêîé, îäíàêî îíà øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõ
ïðèëîæåíèÿõ äëÿ çàùèòû îò ñëó÷àéíûõ íåíàìåðåííûõ èçìåíå-
íèé ïðè ïåðåäà÷å äàííûõ.

Ñîîáùåíèå ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè ïî n áèòîâ (÷àñòî
n = 128). Õýøåì ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèé êîä ñîîáùåíèÿ. Êî-
äèðîâàíèå çàäà¼òñÿ ïîðîæäàþùèì íåïðèâîäèìîì ìíîãî÷ëåíîì
g(x) ∈ F2[x], deg g(x) = m < n.

ßñíî, ÷òî ñíàáäèòü ÝÖÏ êàêîé-ëèáî äîêóìåíò áåç çíàíèÿ
ñåêðåòà k òðóäíîâûïîëíèìî.
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2. Используя свой секретный ключ К к односторонней 

функции с секретом }», автор вычисляет х = }; '(®) и 

посылает адресатам документ ШО, снабжённый хэшем й и 

значением т. 

3. Проверку авторства документа а легко проводит любой 

адресат, вычисляя без знания К значение },.(7) и сравни- 

вая результат с В. 

Схема протокола: 
пересылка 

р Вт > (2,1,5) У" К) 
? 

В. 

Определение 5.5. Хэш-функция Н является критипографически 

стойкой, если она удовлетворяет трем требованиям: 

1} необратимость (стойкость к восстановлению прообра- 

за) — для заданного значения хэш-функции № должно 

быть вычислительно невозможно найти блок данных Х, 

для которого Н(Х) = 1. 

2) стойкость к коллизиям 1-го рода (восстановлению вто- 

рых прообразов) — для заданного сообщения М должно 

быть вычислительно невозможно подобрать другое сооб- 

щение №, для которого Н(М№) = Н(М). 

3) стойкость к коллизиям П-го рода — должно быть 
вычислительно невозможно подобрать пару сообщений 

(М, М’), имеющих одинаковое значение хэш-функции. 

Для хэширования часто используют кодирование цикличе- 

скими кодами. Хотя такая хэш-функция не является криптогра- 

фически стойкой, однако она широко применяется в различных 

приложениях для защиты от случайных ненамеренных измене- 

ний при передаче данных. 

Сообщение разбивается на блоки по п битов (часто 

п = 128). Хэшем является циклический код сообщения. Ко- 

дирование задаётся порождающим неприводимом многочленом 

9(1) Е Е-[1], 4ез 9(1) = т < п. 
Ясно, что снабдить ЭЦП какой-либо документ без знания 

секрета А трудновыполнимо.
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Âûðàáîòêà îáùåãî ñåêðåòíîãî êëþ÷à ïî îòêðû-
òîìó êàíàëó ñâÿçè. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ëþáîé øèôð-
ñèñòìû ëåãàëüíûì ïîëüçîâàòåëÿì íåîáõîäèìî èìåòü îáùèé ñåê-
ðåòíûé êëþ÷, êîòîðûé, êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè ìå-
íÿòü. Âñòà¼ò çàäà÷à âûðàáîòêè òàêîãî êëþ÷à, ïðè óñëîâèè èñ-
ïîëüçîâàíèÿ îòêðûòîãî êàíàëà ñâÿçè. Ïîêàæåì, êàê ýòî ìîæíî
ñäåëàòü íà ïðèìåðå ïðîòîêîëà DH Äèôôè �Õåëëìàíà6).

Èòàê, ïóñòü äâà ëèöà ñ òðàäèöèîííûìè èìåíàìè Àëèñà (A)
è Áîá (B) îáìåíèâàþòñÿ ñîîáùåíèÿìè ïî îòêðûòîìó êàíàëó.
Äëÿ âûðàáîòêè îáùåãî ñåêðåòíîãî êëþ÷à îíè âûáèðàþò ïðî-
ñòîå ÷èñëî p, à â ïîëå Ãàëóà GF (p) � íåêîòîðûé ýëåìåíò α.
Îáà ýòè çíà÷åíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñåêðåòîì.

Çàòåì A è B íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà âûáèðàþò ïî îäíîìó
ñëó÷àéíîìó ÷èñëó èç GF (p), êîòîðûå óæå äåðæàò â ñåêðåòå;
îáîçíà÷èì èõ x è y ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå êàæäûé èç àáîíåíòîâ
âû÷èñëÿåò ïî mod p çíà÷åíèÿ:

A : X = αx, B : Y = αy, (∗)

êîòîðûìè îíè îáìåíèâàþòñÿ ïî îòêðûòîìó êàíàëó.
Àáîíåíò A, ïîëó÷èâ Y , âû÷èñëÿåò êëþ÷:

K = Y x = αyx (mod p),

è àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåò àáîíåíò B, ïîëó÷èâ X:

K = Xy = αxy (mod p).

Òåì ñàìûì ó Àëèñû è Áîáà ïîÿâëÿåòñÿ îáùèé ñåêðåòíûé êëþ÷
K ∈ GF (p), êîòîðûé â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ â àëãîðèòìàõ
ñèììåòðè÷íîãî øèôðîâàíèÿ.

Ïàññèâíûé çëîóìûøëåííèê, ïåðåõâàòûâàþùèé, íî íå èçìå-
íÿþùèé ñîîáùåíèé, òðàäèöèîííî Åâà (E, îò eavesdropper, ïîä-
ñëóøèâàþùèé) íå ìîæåò óçíàòü êëþ÷ K: åãî íàõîæäåíèå ñâÿ-
çàíî ñ ðåøåíèåì îäíîãî èç óðàâíåíèé (∗), à ýòî âû÷èñëèòåëüíî
òðóäíàÿ çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ.

6)Ïðåäëîæåí â 1976 ã. cîòðóäíèêàìè MTI Áåéëè Óèòôèëäîì Äèô-

ôè (Bailey Whit�eld 'Whit' Di�e, 1944), Ìàðòèíîì Ýäâàðäîì Õåëëìàíîì

(Martin Edward Hellman, 1945) è íåçàâèñèìî îò íèõ Ðàëüôîì ×àðëüçîì

Ìåðêëåì (Ralph Charles Merkle, 1952). Ýòîò ïðîòîêîë ïîëîæèë íà÷àëî èñ-
ïîëüçîâàíèþ êðèïòîãðàôèè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì.
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Выработка общего секретного ключа по откры- 
тому каналу связи. Для использования любой шифр- 

систмы легальным пользователям необходимо иметь общий сек- 

ретный ключ, который, кроме того, требуется периодически ме- 

нять. Встаёт задача выработки такого ключа, при условии ис- 

пользования открытого канала связи. Покажем, как это можно 

сделать на примере протокола ОН Диффи- Хеллмана®). 

Итак, пусть два лица с традиционными именами Алиса (А) 

и Боб (В) обмениваются сообщениями по открытому каналу. 

Для выработки общего секретного ключа они выбирают про- 

стое число р, а в поле Галуа СЕ(р) — некоторый элемент а. 

Оба эти значения не являются секретом. 

Затем А и В независимо друг от друга выбирают по одному 

случайному числу из СЕ(р), которые уже держат в секрете; 

обозначим их 1 и 7 соответственно. Далее каждый из абонентов 

вычисляет по то4 р значения: 

А: Х = а", В: У = а", (*) 

которыми они обмениваются по открытому каналу. 

Абонент А, получив У, вычисляет ключ: 

К = У" = а" (шоар), 

и аналогично поступает абонент В, получив Х: 

К = &5* = а" (тоар). 

Тем самым у Алисы и Боба появляется общий секретный ключ 

КЕСЕ(р), который в дальнейшем используется в алгоритмах 

симметричного шифрования. 

Пассивный злоумышленник, перехватывающий, но не изме- 

няющий сообщений, традиционно Ева (ЕЁ, от еауезагоррег, под- 

слушивающий) не может узнать ключ А: его нахождение свя- 

зано с решением одного из уравнений (*), а это вычислительно 

трудная задача, дискретного логарифмирования. 

6) Предложен в 1976 г. сотрудниками МТТ Бейли Уитфилдом Диф- 

фи (Вайеу \Увиваа ’\ъш’ ОиБе, 1944), Мартином Эдвардом. Хеллманом 

(Магип Еажага НеШтап, 1945) и независимо от них Ральфом Чарльзом 
Мерклем (Ва1рВ Сватез Мег, 1952). Этот протокол положил начало ис- 

пользованию криптографии с открытым ключом.
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Çàìåòèì, ÷òî DLP ïðèíàäëåæèò êëàññó NP , íî å¼ NP -ïîë-
íîòà íå äîêàçàíà7).

Ïðîòîêîë DH óñòîé÷èâ ê ïàññèâíîé àòàêå, íî áåççàùèòåí
îò àêòèâíîãî âìåøàòåëüñòâà òèïà ¾÷åëîâåê ïîñåðåäèíå¿ (man-
in-the-middle attack): ïðè îáìåíå ñîîáùåíèÿìè íè A, íè B íå
ìîãóò äîñòîâåðíî îïðåäåëèòü, êåì ÿâëÿåòñÿ èõ êîíòàêò¼ð. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè ê êàíàëó ñâÿçè èìååò äîñòóï àêòèâíûé çëî-
óìûøëåííèê, òðàäèöèîííî Ìåëëîðè (M , îò malicious, çëîíàìå-
ðåííûé), êîòîðûé ìîæåò ïåðåõâàòûâàòü ñîîáùåíèÿ, èçìåíÿòü
èëè ïîëíîñòüþ ïîäìåíÿòü èõ, òî, âûðàáîòàâ äâà êëþ÷à � îá-
ùèé ñ A è îáùèé ñ B, îí ìîæåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ Àëèñå Áîáîì,
à Áîáó � Àëèñîé8).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîòîêîë DH ïîçâîëÿåò ïåðåäàâàòü ñåêðåò-
íûé êëþ÷ ïî ÷àñòè÷íî çàùèùåííîìó (îò ïðîñëóøèâàíèÿ, íî
íå îò ïîäìåíû) êàíàëó ñâÿçè.

Îáìåí øèôðòåêñòàìè ïî îòêðûòîìó êàíà-
ëó ñâÿçè. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ îäíîñòîðîííåé
ôóíêöèè ñ ëàçåéêîé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ðþêçàêå, çàäàâàå-
ìóþ âåêòîð-ñòðîêîé a.

Ïóñòü îòêðûòûé òåêñò ñîñòîèò èç äâîè÷íûõ âåêòîðîâ x1,
. . ., xn. Óìíîæàÿ a íà ýòè âåêòîðû-ñòîëáöû, ïîëó÷èì øèôð-
òåêñò y = [ y1 . . . yn ]. Òàêèì îáðàçîì, øèôðîâàíèå îñóùåñò-
âëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî.

Äëÿ ðàñøèôðîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî ñîîáùåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ
ðåøàòü çàäà÷ó î ðþêçàêå: ïî çíà÷åíèþ yi íàõîäèòü âåêòîð xi

òàêîé, ÷òî a× xi = yi, i = 1, n, ÷òî áåç çíàíèÿ ëàçåéêè òðóäíî-
âûïîëíèìî.

Ïîêàæåì, â ÷¼ì çäåñü ñîñòîèò ëàçåéêà. Ðàññìîòðèì ñâåðõ-
ðàñòóùèå âåêòîðû a, â êîòîðûõ êàæäûé ýëåìåíò áîëüøå ñóì-
ìû âñåõ ïðåäûäóùèõ ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ðåøàåòñÿ
î÷åíü ïðîñòî.

7) Ñ ïîìîùüþ êâàíòîâîãî àëãîðèòìà Øîðà äèñêðåòíûé ëîãàðèôì ìîæ-
íî (íà êâàíòîâîì êîìïüþòåðå) âû÷èñëèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

8) Âñïîìèíàåì ¾Ñêàçêó î öàðå Càëòàíå¿ À. Ñ. Ïóøêèíà: ¾... È â ñóìó
åãî ïóñòóþ // Ñóþò ãðàìîòó äðóãóþ.¿.
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Заметим, что ОГР принадлежит классу МР, но её МР-пол- 

нота, не доказана”. 
Протокол ОН устойчив к пассивной атаке, но беззащитен 

от активного вмешательства, типа «человек посередине» (тап- 

ш-@Ффе-па4е абасК): при обмене сообщениями ни А, ни В не 

могут достоверно определить, кем является их контактёр. Дей- 

ствительно, если к каналу связи имеет доступ активный зло- 

умышленник, традиционно Меллори (М, от таЙс1о$, злонаме- 

ренный), который может перехватывать сообщения, изменять 

или полностью подменять их, то, выработав два ключа — об- 

щий с А и общий с В, он может представляться Алисе Бобом, 

а Бобу — Алисой®. 
Таким образом, протокол ОН позволяет передавать секрет- 

ный ключ по частично защищенному (от прослушивания, но 

не от подмены) каналу связи. 

Обмен шифртекстами по открытому кана- 
лу связи. Приведём пример использования односторонней 

функции с лазейкой при решении задачи о рюкзаке, задавае- 

мую вектор-строкой а. 

Пусть открытый текст состоит из двоичных векторов 2, 

.. 2”. Умножая а на эти векторы-столбцы, получим шифр- 

текст у = [9 ... д |. Таким образом, шифрование осущест- 
вляется элементарно. 

Для расшифрования полученного сообщения потребуется 

решать задачу о рюкзаке: по значению 9; находить вектор 2’ 

такой, что а х 21 = у, 1= 1, п, что без знания лазейки трудно- 

выполнимо. 

Покажем, в чём здесь состоит лазейка. Рассмотрим сверт- 

растущие векторы а, в которых каждый элемент больше сум- 

мы всех предыдущих элементов. В этом случае задача рептается 

очень просто. 

7) С помощью квантового алгоритма Шора дискретный логарифм мож- 

но (на квантовом компьютере) вычислить за полиномиальное время. 

8) Вспоминаем «Сказку о царе Салтане» А. С. Пушкина: <... И в суму 

его пустую // Суют грамоту другую.>.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð,

a = [ 25 27 56 112 231 452 916 1803 ] è z = 1449.

Ïîñêîëüêó z < 1803, òî ïîñëåäíèé ýëåìåíò äàííîãî âåêòîðà
íå âõîäèò â ðåøåíèå. Äàëåå, ïîñêîëüêó z > 916, òî 916 îáÿçà-
òåëüíî âõîäèò â ðåøåíèå, òàê êàê ñóììà âñåõ ïðåäûäóùèõ ýëå-
ìåíòîâ a ìåíüøå 916. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåì z − 916 = 533, è
ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì êîä ïîçèöèé
âûáèðàåìûõ ýëåìåíòîâ: [ 1 0 1 0 0 1 1 0 ].

Ïðåîáðàçóåì ñâåðõðàñòóùèé âåêòîð a â îáû÷íûé âåêòîð b.
Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ìîäóëü m, áîëüøèé ñóììû âñåõ ýëåìåíòîâ
a, è âîçüìåì íåêîòîðîå u, âçàèìíî ïðîñòîå ñm (÷òî ãàðàíòèðóåò
ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà v = u−1 (mod m)).

Âåêòîð b áóäåì âû÷èñëÿòü ïî ïðàâèëó

b = u · a (mod m).

Îí óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñâåðõðàñòóùèì, è ìîæåò áûòü îïóáëèêî-
âàí â êà÷åñòâå îòêðûòîãî êëþ÷à, à ëàçåéêîé áóäóò âûáðàííûå
çíà÷åíèÿ m è u.

Ïðèìåð 5.6. Ðàññìîòðèì ñâåðõðàñòóùèé âåêòîð
a = [ 1 2 4 8 16 ] c ñóììîé ýëåìåíòîâ 31.

Ïóñòü ïåðåäàâàåìûå ñîîáùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 5-
ðàçðÿäíûå äâîè÷íûå êîäû

x1 = [ 1 0 1 1 0 ]T , x2 = [ 0 1 1 0 1 ]T , x3 = [ 1 0 0 0 1 ]T ,

îáðàçóþùèå ìàòðèöó X = [ x1 x2 x3 ].
Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà a â âåêòîð b âûáåðåì

m = 37 > 31 è âçàèìíî ïðîñòîå ñ íèì çíà÷åíèå u = 40. Òî-
ãäà îòêðûòûì êëþ÷îì áóäåò âåêòîð

b = [ 3 6 12 24 11 ].

Óìíîæèâ b íà ìàòðèöó X, ïîëó÷àåì øèôðòåêñò:

b×X =
[
3 6 12 24 11

]
×


1 0 1
0 1 0
1 1 0
1 0 0
0 1 1

 =
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Действительно, пусть, например, 

а = | 25 27 56 112 231 452 916 1803 ] и == 1449. 

Поскольку 2 < 1803, то последний элемент данного вектора, 

не входит в решение. Далее, поскольку 5 > 916, то 916 обяза- 

тельно входит в решение, так как сумма всех предыдущих эле- 

ментов а меньше 916. После этого вычисляем 5 — 916 = 533, и 

последовательно рассуждая аналогично, получаем код позиций 

выбираемых элементов: [10100110]. 
Преобразуем сверхрастущий вектор а в обычный вектор 6. 

Для этого выберем модуль т, больший суммы всех элементов 

а, и возьмем некоторое и, взаимно простое с т (что гарантирует 

существование элемента ® = и ' (то4 т)). 
Вектор 6 будем вычислять по правилу 

Б =и-а (то4 т). 

Он уже не является сверхрастущим, и может быть опублико- 

ван в качестве открытого ключа, а лазейкой будут выбранные 

значения т и и. 

Пример 5.6. Рассмотрим сверхрастущий вектор 

а =| 124816] с суммой элементов 31. 
Пусть передаваемые сообщения представляют собой 5- 

разрядные двоичные коды 

т = [10110]", 2? = [011011]7, 23 = [10001], 

образующие матрицу Х = [21 2? 23 ]. 
Для преобразования вектора а в вектор 6 выберем 

т = 37 > З1 и взаимно простое с ним значение и = 40. То- 

гла открытым ключом будет вектор 

Ь = [36 12 24 11 ]. 

Умножив 6 на матрицу Х, получаем шифртекст: 

101 

хх = [36 12 24 п ]х 
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=
[
39 29 14

]
= y.

Ëåãàëüíûé ïîëó÷àòåëü ñîîáùåíèÿ:

1) çíàÿ ëàçåéêó (m,u) = (37, 40), íàõîäèò ýëåìåíò v, îáðàò-
íûé ê u ïî mod m: u · v ≡m 1; â íàøåì ñëó÷àå v = 25;

2) âîññòàíàâëèâàåò âåêòîð a ≡m v · b �
25 · [ 3 6 12 24 11 ] ≡37 [ 1 2 4 8 16 ] = a;

3) íàõîäèò âåêòîð z ≡m v · y = [ z1 z2 z3 ] �

z = 25 · [ 39 29 14 ] ≡37 [ 13 22 17 ];

4) ëåãêî ðåøàåò òðè çàäà÷è î ðþêçàêå ñî ñâåðõðàñòóùèì a
è z1 = 13, z2 = 22, z3 = 17, îïðåäåëÿÿ ïåðåäàâàåìûå
ñîîáùåíèÿ x1, x2, x3.

5.3 Ñèñòåìà øèôðîâàíèÿ RSA

RSA � èñòîðè÷åñêè ïåðâàÿ àñèììåòðè÷åñêàÿ êðèïòîñèñòå-
ìà. Â íåé îòêðûòûì êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ ïàðà (n, e) çíà÷åíèé ìî-
äóëÿ n è ýêñïîíåíòû e.

Çàøèôðîâàíèå îòêðûòîãî òåêñòà x â ñèñòåìå RSA ïðîèçâî-
äèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

y = xe (mod n). (5.2)

Äëÿ ðàñøèôðîâàíèÿ êðèïòîãðàììû y íóæíî ðåøèòü ñðàâíå-
íèå (5.2) îòíîñèòåëüíî x.

Èñêîìîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

x = yd (mod n), (5.3)

êîòîðîå áóäåò åäèíñòâåííûì, êîãäà ìîäóëü n ñâîáîäåí îò êâàä-
ðàòîâ, à çíà÷åíèÿ ýêñïîíåíòû e è φ(n) âçàèìíî ïðîñòû. Ïàðà
(φ(n), d ) ÿâëÿåòñÿ ñåêðåòíûì êëþ÷îì êðèïòîñèñòåìû RSA.

Ôóíêöèÿ fe(x) = xe ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèò-
ìà áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, òàêæå êàê è ïðè èçâåñòíîì
d � îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ fd(y) = yd.
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= [39 29 14] =у 

Легальный получатель сообщения: 

1) зная лазейку (т, и) = (37, 40), находит элемент %, обрат- 
ный к и по шоа т: и.о = 1; в нашем случае % = 25; 

2) восстанавливает вектор а =т ®.6 — 

55.[361224 11] =; [124816] = а: 
3) находит вектор # т ®: 9 = [21 22 23 | — 

= 95. [39 29 14] =зт [1322 17]; 
4) легко решает три задачи о рюкзаке со сверхрастущим а 

и 1 = 13, 22 = 22, 23 = 17, определяя передаваемые 

сообщения 2", 22, 23. 

5.3 Система шифрования ВЗА 

ВЗА — исторически первая асимметрическая криптосисте- 

ма. В ней открытым ключом является пара (п,е) значений мо- 

дуля п и экспоненты е. 

Зашифрование открытого текста, х в системе ВЗА произво- 

дится преобразованием 

у =‘ (то4 п). (5.2) 

Для расшифрования криптограммы у нужно решить сравне- 

ние (5.2) относительно 2. 
Искомое решение может быть представлено в виде 

= (шоп), (5.3) 

которое будет единственным, когда модуль п свободен от квад- 
ратов, а значения экспоненты е и ф(п) взаимно просты. Пара 
(Ф(п), 4) является секретным ключом криптосистемы ВЗА. 

Функция (1) = 1° легко вычисляется с помощью алгорит- 
ма быстрого возведения в степень, также как и при известном 
4 — обратная к ней функция [() = 91.
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Ïîêàæåì, êàê ìîæíî áûëî áû íàéòè ñåêðåòíûé êëþ÷ ðàñ-
øèôðîâàíèÿ d. ßñíî, ÷òî îí äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

x e·d ≡n x.

Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå 5.3 Ýéëåðà èìååì

xφ(n) ≡n 1, òî è xk·φ(n) ≡n 1

äëÿ ëþáîãî öåëîãî k. Îòñþäà

x1+k·φ(n) = x = xe·d (mod n),

è çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ d äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

d · e = 1 (mod φ(n)). (5.4)

Ðåøèòü ýòî ñðàâíåíèå ìîæíî áûëî áû, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ
îáîáù¼ííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà 2.3 ñî ñ. 49. Íî äëÿ ýòîãî íà-
äî çíàòü φ(n). Â ñâîþ î÷åðåäü, φ(n) ëåãêî âû÷èñëèòü, íàéäÿ
ôàêòîðèçàöèþ íåñåêðåòíîãî ìîäóëÿ n. À âîò ýòà çàäà÷à ÷ðåç-
âû÷àéíî òðóäî¼ìêà.

Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà øèôðîâàíèÿ RSA îñíîâàíà íà ñëîæ-
íîñòè çàäà÷è FACT. Òàêæå êàê è DLP, ýòà çàäà÷à ïðèíàäëåæèò
êëàññó NP , íî å¼ NP -ïîëíîòà íå äîêàçàíà.

Øèôðñèñòåìà RSA îïóáëèêîâàíà â 1978 ã., è å¼ íàçâàíèå
åñòü àááðåâèàòóðà îò ôàìèëèé àâòîðîâ èç MTI Ðîíàëüäà Ëèííà
Ðèâ�åñòà (Ronald Linn Rivest, 1947), Àäè Øàìèðà (Adi Shamir,
1952) è Ëåîíàðäà Ìàêñà �Aäëåìàíà (Leonard M. Adleman, 1945).

Îäíàêî ñîãëàñíî ðàññåêðå÷åííûì áðèòàíñêèì ïðàâèòåëü-
ñòâîì â 1997 ã. ñâåäåíèÿì, èäåÿ îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ êðèïòî-
ãðàôèè ñ îòêðûòûì êëþ÷¼ì ïðèíàäëåæèò ñîòðóäíèêó Ãëàâ-
íîãî óïðàâëåíèÿ ñâÿçè Âåëèêîáðèòàíèè (GCHQ, ã. ×åëòíåì)
Äæåéìñó Õ. Ýëëèñó, êîòîðûé âûñêàçàë å¼ â 1970 ã., íî íå ñìîã
íàéòè äëÿ íå¼ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè, ïîñêîëüêó äëÿ âûïîë-
íåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ îïåðàöèé íàä äàííûìè îãðîìíîé äëèíû
â òî âðåìÿ òðåáîâàëèñü ÷ðåçâû÷àéíî äîðîãèå âû÷èñëèòåëüíûå
ñðåäñòâà.

Ïåðâîîòêðûâàòåëåì àëãîðèòìà RSA â 1973 ã. ñòàë Êëèô-
ôîðä Êîêñ, à âïåðâûå ðåàëèçîâàë òî, ÷òî èçâåñòíî êàê ïðîòîêîë
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Покажем, как можно было бы найти секретный ключ рас- 

шифрования 4. Ясно, что он должен удовлетворять условию 

те =, т. 

Поскольку по теореме 5.3 Эйлера имеем 

т?®) =, 1, тои ЕЕ 

для любого целого К. Отсюда, 

дет) — т — д°4 (то4 п), 

и заключаем, что для а должно выполняться условие 

4:е =1 (штоа ф(п)). (5.4) 

Решить это сравнение можно было бы, например, с помощью 

обобщённого алгоритма Евклида 2.3 со с. 49. Но для этого на- 

до знать ф(п). В свою очередь, ф(п) легко вычислить, найдя 
факторизацию несекретного модуля 1. А вот эта задача чрез- 

вычайно трудоёмка. 

Таким образом, схема шифрования ВЗА основана на слож- 

ности задачи ЕАСТ. Также как и ОГР, эта задача принадлежит 

классу МР, но её МР-полнота не доказана. 

Шифрсистема ВЗА опубликована в 1978 г., и её название 

есть аббревиатура от фамилий авторов из МТТ Рональда Линна 

Ривёста (Копа Тлпи Влуез%, 1947), Ади Шамира (АЯ! ЗВатит, 
1952) и Леонарда Макса Адлемана (Геопага М. Аешаи, 1945). 

Однако согласно рассекреченным британским правитель- 

ством в 1997 г. сведениям, идея основных принципов крипто- 

графии с открытым ключём принадлежит сотруднику Глав- 

ного управления связи Великобритании (@СНО, г. Челтнем) 

Джеймсу Х. Эллису, который высказал её в 1970 г., но не смог 

найти для неё практической реализации, поскольку для выпол- 

нения целочисленных операций над данными огромной длины 

в то время требовались чрезвычайно дорогие вычислительные 

средства. 

Первооткрывателем алгоритма ВЗА в 1973 г. стал Клиф- 

форд Кокс, а впервые реализовал то, что известно как протокол
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Äèôôè�Õåëëìàíà � â ñëåäóþùåì ãîäó Ìàëêîëüì Äæ. Óè-
ëüÿìñîí (âñå èç GCHQ).

Àëãîðèòì RSA èñïîëüçóåòñÿ â áîëüøîì ÷èñëå êðèïòîãðà-
ôè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.

Êîíêðåòíî, àâòîðû ýòîé ñõåìû ïðåäëîæèëè âûáèðàòü ÷èñëî
n â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ áîëüøèõ ïðîñòûõ ðàçíûõ ìíîæè-
òåëåé p è q. Òîãäà

φ(n) = φ(pq) = (p− 1)(q − 1). (5.5)

Óñëîâèåì íà âûáîð ýêñïîíåíòû e áóäåò å¼ âçàèìíàÿ ïðîñòîòà ñ
p−1 è q−1, ãàðàíòèðóþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå e−1 = d (mod φ(n)).
Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ïðîñòûõ ÷èñåë, íàçûâàþò ïîëóïðîñòûì.

::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 5.7. Ïóñòü èçâåñòíîå çíà÷åíèå n ïðåäñòàâèìî â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë p è q: n = pq. Òîãäà çíàíèå
p, q ðàâíîñèëüíî çíàíèþ φ(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çíàÿ p è q, ëåãêî íàõîäÿò

φ(n) = (p− 1)(q − 1).

Îáðàòíî, çíàÿ φ(n) = pq − (p+ q) + 1, èìååì{
p+ q = n+ 1− φ(n),
pq = n (ýòî çíà÷åíèå îòêðûòî).

Òåïåðü p è q ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâ-
íåíèÿ z2 + (φ(n)− n− 1) z + n = 0. □

Èòàê, øèôðîâàííàÿ ïåðåïèñêà ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû RSA
ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Îðãàíèçàòîð ñèñòåìû âûáèðàåò äâà ðàçíûõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñëà p è q, è íàõîäèò ïðîèçâåäåíèå
pq = n.

2. Çàòåì îí âûáèðàåò ýêñïîíåíòó e < n, âçàèìíî ïðîñòóþ ñ
÷èñëàìè p− 1 è q − 1, ïåðåìíîæàÿ èõ, ïîëó÷àåò φ(n), è
ïî (5.4) � îïðåäåëÿåò d.
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Диффи- Хеллмана — в следующем году Малкольм Дж. Уи- 

льямсон (все из @СНО). 

Алгоритм ВЗА используется в большом числе криптогра- 

фических приложений. 

Конкретно, авторы этой схемы предложили выбирать число 

п, в виде произведения двух больших простых разных множи- 

телей ри 4. Тогда 

(п) = Ф(р) = р-1(а-1. (5.5) 
Условием на выбор экспоненты е будет её взаимная простота с 

р-1и 4-1, гарантирующая существование е`* = а (то4 ф(п)). 
Отметим, что число, представимое в виде произведения двух 

простых чисел, называют полупростым. 

Утверждение 5.7. Пусть известное значение п представимо в 
виде произведения простых чисел р и 4: п = р4. Тогда знание 
р, 4 равносильно знанию ф(п). 

Доказательство. Зная р и 4, легко находят 

Обратно, зная ф(п) = ра — (р-+ 4) + 1, имеем 

р+а=пт-1- (п), 
ра = п (это значение открыто). 

Теперь р и 4 могут быть получены как корни квадратного урав- 

нения 2? + (2(п) -п-Пё+п=0. о 

Итак, шифрованная переписка с помощью системы ВЗА 

происходит следующим образом. 

1. Организатор системы выбирает два разных достаточно 

больших простых числа ри 4, и находит произведение 

ра = п. 

2. Затем он выбирает экспоненту е < п, взаимно простую с 

числами р—Ти 4- 1, перемножая их, получает ф(п), и 

по (5.4) — определяет 4.
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3. ×èñëà n è e ïóáëèêóþòñÿ, ÷èñëà d è φ(n) îñòàþòñÿ ñåê-
ðåòíûìè.

4. Òåïåðü ëþáîé àáîíåíò ìîæåò îòïðàâëÿòü çàøèôðîâàí-
íûå ñ ïîìîùüþ (5.2) ñîîáùåíèÿ îðãàíèçàòîðó ýòîé ñèñòå-
ìû, êîòîðûé ëåãêî ðàñøèôðîâûâàåò èõ ñ ïîìîùüþ (5.3).

Ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ îòíîñèòåëüíî èñïîëüçîâàíèÿ
êðèïòîñèñòåìû RSA.

� Áîëüøèå ïðîñòûå p è q äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû çíà-
÷åíèå |p − q| áûëî òàêæå íå ìàëî, èíà÷å èõ íåñëîæíî
ïîäîáðàòü â îêðåñòíîñòè

√
n.

� Â íàñòîÿùåå âðåìÿ Ëàáîðàòîðèÿ RSA ðåêîìåíäóåò äëÿ
îáû÷íûõ çàäà÷ çíà÷åíèÿ n ðàçìåðîì íå ìåíåå 1024 áèòà,
à äëÿ îñîáî âàæíûõ çàäà÷ � 2048 áèò.

� Äëÿ óïðîùåíèÿ çàøèôðîâàíèÿ ýêñïîíåíòó e âûáèðàþò ñ
ìàëûì ÷èñëîì åäèíèö; ïðè ýòîì ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ ïðî-
ñòûìè ÷èñëàìè Ôåðìà (âèäà 22

k
+ 1, íàïðèìåð, 65537),

ïðåäñòàâëåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò ëèøü äâå åäèíèöû.

Ïðèìåð 5.8. Ïóñòü p = 11, q = 13, òîãäà n = pq = 143.
Âûáåðåì çíà÷åíèå e = 13, îíî ïðîñòîå, è çàâåäîìî âçàèìíî

ïðîñòî ñ p−1 = 10 è q−1 = 12. Âû÷èñëÿåì φ(143) = 10·12 = 120.
Âîçüì¼ì ôðàãìåíò òåêñòà, ñîîòâåòñòâóþùèé, íàïðèìåð,

÷èñëó x = 42, è çàøèôðóåì åãî:

y = 4213 = 1265 437 718 438 866 624 512 ≡143 3.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êëþ÷à ðàñøèôðîâàíèÿ ëåãàëüíûé ïîëüçî-
âàòåëü çíàÿ φ(n) = 120 ðåøàåò ñðàâíåíèå

d · 13 = 1 (mod 120).

Ïðèìåíèì äëÿ ýòîãî àëãîðèòì GE-InvZm:

1 120 0
2 13 1 q = 9 ( 117 9 )
3 3 −9 q = 4 ( 12 − 36 )
4 1 37 q = 3
5 0
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3. Числа п и е публикуются, числа фи ф(п) остаются сек- 
ретными. 

4. Теперь любой абонент может отправлять зашифрован- 

ные с помощью (5.2) сообщения организатору этой систе- 
мы, который легко расшифровывает их с помощью (5.3). 

Сделаем некоторые замечания относительно использования 

криптосистемы ВЗА. 

® Большие простые ри 4 должны быть такими, чтобы знал 

чение |р-— 9| было также не мало, иначе их несложно 

подобрать в окрестности \/п. 

® В настоящее время Лаборатория ВЗА рекомендует для 

обычных задач значения п размером не менее 1024 бита, 

а для особо важных задач — 2048 бит. 

® Лля упрошения зашифрования экспоненту е выбирают с 
малым числом единиц; при этом часто пользуются про- 

ок 

стыми числами Ферма (вида 2” + 1, например, 65537), 

представление которых содержит лишь две единицы. 

Пример 5.8. Пусть р = 11, 4 = 13, тогда п = ра = 143. 

Выберем значение е = 13, оно простое, и заведомо взаимно 

просто с р-1 = 10и4-—1 = 12. Вычисляем $ф(143) = 10.12 = 120. 
Возьмём фрагмент текста, соответствующий, например, 

числу т = 42, и зашифруем его: 

у = 423 = 1265 437 718 438 866 624 512 =1аз 3. 

Для получения ключа распифрования легальный пользо- 

ватель зная ф(п) = 120 решает сравнение 

4:13 =1 (тоа 120). 

Применим для этого алгоритм @Е-Шшу/лп: 

120 0 

18 1 

1 

а=9 (1179) 

а=4А (12-36) 

а=3 

©
 

ны
 
м
“
 

>
 

=
 

м
 

©
 
—
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è ïîëó÷èì d = 37 (äåéñòâèòåëüíî, 37 · 13 = 481 = 4 · 120 + 1).
Òåïåðü ëåãàëüíûé ïîëó÷àòåëü ëåãêî ðàñøèôðîâûâàåò ïîëó-

÷åííóþ êðèïòîãðàììó y = 3:

337 = 450 283 905 890 997 363 ≡143 42 = x.

Ïåðåñêàæåì áëèçêî ê òåêñòó îòðûâîê èç [16].
Äëÿ èëëþñòðàöèè ñâîåãî ìåòîäà Ð. Ðèâåñò, À. Øàìèð è

Ë. Àäëåìàí â 1977 ã. çàøèôðîâàëè ïðåäëîæåííûì èìè ñïîñî-
áîì íåêîòîðóþ àíãëèéñêóþ ôðàçó. Ñíà÷àëà îíà ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì áûëà ïðåäñòàâëåíà ÷èñëîì â 27-ðè÷íîé ñèñòåìå èñ÷èñ-
ëåíèÿ, çàïèñàíà â âèäå öåëîãî x, à çàòåì çàøèôðîâàíà ñ ïî-
ìîùüþ îòîáðàæåíèÿ (5.2) ïðè ìîäóëå n, ñîäåðæàùèì 129 äåñÿ-
òè÷íûõ çíàêîâ (÷èñëî RSA-129) è ýêñïîíåíòå e = 9007. Ýòè äâà
÷èñëà áûëè îïóáëèêîâàíû, ïðè÷åì äîïîëíèòåëüíî ñîîáùàëîñü,
÷òî n = pq, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà, çàïèñûâàåìûå ñîîòâåò-
ñòâåííî 64 è 65-þ äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè.

Ïåðâîìó, êòî äåøèôðóåò êðèïòîãðàììó y, äëèíîé 123 çíàêà
áûëà îáåùàíà ñèìâîëè÷åñêàÿ íàãðàäà â $100.

Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äëÿ ðàñøèôðîâêè ïîíàäîáèòñÿ ïîðÿä-
êà 40 êâàäðèëüîíîâ ëåò. Îäíàêî â 1994 ã., òî åñòü âñåãî ÷åðåç 17
ëåò, çàäà÷à áûëà ðåøåíà: áûëè îïðåäåëåíû ÷èñëà p è q, à â ðå-
çóëüòàòå äåøèôðîâêè ïîëó÷èëàñü ôðàçà ¾The magic words are
squeamish ossifrage¿ (Âîëøåáíûå ñëîâà � ïðèâåðåäëèâàÿ ñêî-
ïà9); ïî-âèäèìîìó, íàðî÷èòî áåññìûñëåííàÿ ôðàçà).

Âûïîëíåíèå âû÷èñëåíèé ïîòðåáîâàëî îãðîìíûõ ïî òåì âðå-
ìåíàì ðåñóðñîâ: â ðàáîòå, âîçãëàâëÿâøåéñÿ ÷åòûðüìÿ àâòîðàìè
ïðîåêòà äåøèôðîâêè è ïðîäîëæàâøåéñÿ ïîñëå ïðåäâàðèòåëü-
íîé òåîðåòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ïðèìåðíî 220 äíåé, íà äîáðî-
âîëüíûõ íà÷àëàõ ó÷àñòâîâàëî îêîëî 600 ÷åëîâåê è ïðèìåðíî
1600 êîìïüþòåðîâ, îáúåäèíåííûõ â èíòåðíåòå.

Òî, ÷òî çà 17 ëåò íèêòî íå ñìîã äåøèôðîâàòü óêàçàííóþ
êðèïòîãðàììó ñ÷èòàëîñü ïîäòâåðæäåíèåì ñòîéêîñòè ñèñòåìû
RSA-129. Îäíàêî â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ â îáëàñòè ïîèñêà ýô-
ôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ôàêòîðèçàöèè áûë äîñòèãíóò áîëüøîé

9) Ñêîïà � êðóïíàÿ õèùíàÿ ïòèöà îòðÿäà ÿñòðåáîîáðàçíûõ.
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и получим 4 = 37 (действительно, 37 . 13 = 481 =4.120+1). 
Теперь легальный получатель легко расшифровывает полу- 

ченную криптограмму у = 3: 

337 = 450283905 890997 363 =14з 42 = 2. 

Перескажем близко к тексту отрывок из [16]. 
Для иллюстрации своего метода Р. Ривест, А. Шамир и 

Л. Адлеман в 1977 г. зашифровали предложенным ими спосо- 

бом некоторую английскую фразу. Сначала она стандартным 

образом была представлена числом в 27-ричной системе исчис- 

ления, записана в виде целого т, а затем зашифрована с по- 

мощью отображения (5.2) при модуле п, содержащим 129 деся- 

тичных знаков (число ВЗА-129) и экспоненте е = 9007. Эти два 
числа были опубликованы, причем дополнительно сообщалось, 

что п = ра, гдери 4 — простые числа, записываемые соответ- 

ственно 64 и 65-ю десятичными знаками. 

Первому, кто дешифрует криптограмму у, длиной 123 знака, 

была обещана символическая награда в $100. 

Предполагалось, что для расшифровки понадобится поряд- 

ка 40 квадрильонов лет. Однако в 1994 г., то есть всего через 17 

лет, задача была решена: были определены числа р и 4, ав ре- 

зультате дешифровки получилась фраза «ТЁе таелс уога$ аге 

запеат5В о9зИтаве» (Волшебные слова — привередливая ско- 

па”; по-видимому, нарочито бессмысленная фраза). 

Выполнение вычислений потребовало огромных по тем вре- 

менам ресурсов: в работе, возглавлявшейся четырьмя авторами 

проекта дешифровки и продолжавшейся после предваритель- 

ной теоретической подготовки примерно 220 дней, на добро- 

вольных началах участвовало около 600 человек и примерно 

1600 компьютеров, объединенных в интернете. 

То, что за 17 лет никто не смог дешифровать указанную 

криптограмму считалось подтверждением стойкости системы 

ВЗА-129. Однако в последние десятилетия в области поиска эф- 

фективных алгоритмов факторизации был достигнут большой 

9) Скопа — крупная хищная птица отряда ястребообразных.
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ïðîãðåññ, è â 2015 ã. äëÿ äåøèôðîâàíèÿ ýòîãî ñîîáùåíèÿ ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè îáëà÷íûõ âû÷èñëåíèé ïîòðåáîâàëîñü îêîëî îäíîãî
äíÿ.

Ñ 2013 ã. áðàóçåðû Mozilla Firefox ïåðåñòàëè ïîääåðæèâàòü
ñåðòèôèêàòû óäîñòîâåðÿþùèõ öåíòðîâ ñ êëþ÷àìè RSA ìåíüøå
2048 áèò.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû øèôðîâàíèÿ RSA èñïîëüçóþòñÿ
äîâîëüíî áîëüøèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïîðÿäêà 250�300 äåñÿ-
òè÷íûõ ðàçðÿäîâ10).

5.4 Ôàêòîðèçàöèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Òåñòû íà ïðîñòîòó ÷èñëà. Ýëåìåíòàðíûé ìåòîä ïðîá-
íûõ äåëåíèé ïðîâåðêè ïðîñòîòû íàòóðàëüíîãî N ñîñòîèò â ïðî-
âåðêå äåëèìîñòè N íà âñå ïðîñòûå ÷èñëà îò 2 äî ⌊

√
N ⌋. Îäíàêî

äëÿ ÷èñåë ïîðÿäêà 1040 è áîëåå ýòîò ìåòîä óæå íåïðèìåíèì.
Íåñëîæíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà íà îñíîâå ìàëîé òåîðåìû

Ôåðìà.

Òåñò Ôåðìà ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî N ñîñòàâíûì èëè
âåðîÿòíî ïðîñòûì

Èç èíòåðâàëà [ 2, N − 1 ] âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíîå ÷èñëî a, ïîä-
÷èíÿþùååñÿ ðàâíîìåðíîìó äèñêðåòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ; ñèì-

âîëè÷åñêè a
$←− [ 2, N − 1 ].

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî a | N , èëè æå

aN−1 ̸≡N 1, (5.6)

òî N , î÷åâèäíî, ñîñòàâíîå. Èíà÷å âîïðîñ îñòà¼òñÿ îòêðûòûì, è
N èñïûòûâàåòñÿ ïðè äðóãîì çíà÷åíèè a.

10)Ôðàíöóçñêèé ïðîôåññîð êðèïòîãðàôèè Ð. Ýððà êàê-òî ðàç ñêàçàë:
¾Îäèí ïðîôåññîð, çâåçäà â íàøåé îáëàñòè, óòâåðæäàë, ÷òî ðåäêî âñòðå-
÷àë êðèïòîãðàôà, êîòîðûé íå ïûòàëñÿ áû âçëîìàòü RSA. Íî, ÷åñòíî, åñëè
áû ìíå ýòî óäàëîñü, ÿ íå îòïðàâèë áû ñòàòüþ ïðÿìèêîì â æóðíàë, à ñíà-
÷àëà ïîçâîíèë áû ìèíèñòðó îáîðîíû!¿
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прогресс, и в 2015 г. для дешифрования этого сообщения при ис- 

пользовании облачных вычислений потребовалось около одного 

дня. 

С 2013 г. браузеры МоШа Елтеюх перестали поддерживать 

сертификаты удостоверяющих центров с ключами ВЗА меньше 

2048 бит. 

При использовании схемы шифрования ВЗА используются 

довольно большие натуральные числа, порядка 250-300 деся- 

тичных разрядов. 

5.4 Факторизация натуральных чисел 

Тесты на простоту числа. Элементарный метод проб- 
ных делений проверки простоты натурального М состоит в про- 

верке делимости М на все простые числа от 2 до [М М |. Однако 

для чисел порядка 10% и более этот метод уже неприменим. 

Несложной является проверка на основе малой теоремы 

Ферма. 

Тест Ферма проверки, является число № составным или 

вероятно простым 

Из интервала | 2, М-—1] выбирается случайное число а, под- 

чиняющееся равномерному дискретному распределению; сим- 

волически а < [2, М-1]. 
Если окажется, что а | №, или же 

а = 1, (5.6) 

то М, очевидно, составное. Иначе вопрос остабтся открытым, и 

№ испытывается при другом значении а. 

19) Французский профессор криптографии Р. Эрра как-то раз сказал: 

«Один профессор, звезда в нашей области, утверждал, что редко встре- 

чал криптографа, который не пытался бы взломать ВЗА. Но, честно, если 

бы мне это удалось, я не отправил бы статью прямиком в журнал, а сна- 

чала, позвонил бы министру обороны!»
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Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîâåðêà (5.6) íå òðåáóåò áîëüøèõ âû-
÷èñëåíèé: èìååòñÿ àëãîðèòì áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Ñ
äðóãîé � èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñòàâíûõ ÷èñåë, êîòîðûå
ïðîõîäÿò äàííóþ ïðîâåðêó ïðè âñåõ a, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ N .
Ýòè ÷èñëà íàçûâàþò ïñåâäîïðîñòûìè èëè ÷èñëàìè Êàðìàéê-
ëà11); 561 = 3 · 11 · 17 � íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî. Îäíàêî ïî
ìåðå âîçðàñòàíèÿ ÷�èñëà Êàðìàéêëà ñòàíîâÿòñÿ âñ¼ áîëåå ðåä-
êèìè.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñîñòàâëåíèÿ òàáëèö ïðîñòûõ ÷èñåë íàè-
ëó÷øèì ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûé ìåòîä ðåøåòà Ýðàòîñôåíà, íåñìîò-
ðÿ íà òî, ÷òî îí òðåáóåò áîëüøîãî îáú¼ìà ïàìÿòè.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðàçðàáîòàíû áûñòðûå è ýôôåêòèâ-
íûå äåòåðìèíèðîâàííûå àëãîðèòìû îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîòû ÷èñ-
ëà. Âñå îíè îñíîâàíû íà îáîáùåíèÿõ òåîðåìû Ôåðìà.

Ãåíåðàöèÿ êëþ÷åé. Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïîëó-
÷åíèÿ êëþ÷à øèôðîâàíèÿ � èñïîëüçîâàòü ãåíåðàòîð ïñåâäîñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë (ÃÏÑ×).

Õîðîøèå ïî ñòàòèñòè÷åñêèì ñâîéñòâàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïîëó÷àþòñÿ ïî ôîðìóëå ëèíåéíîãî êîí-
ãðóýíòíîãî ìåòîäà (linear congruential12)):

ri+1 ≡m a · ri + b, i = 1, 2, . . . ,

ãäå a, b, m � íåêîòîðûå öåëûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, îò êîòî-
ðûõ è çàâèñèò êà÷åñòâî òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïðèìåð,
äëÿ a = 8, b = 9, m = 10 è r1 = 7 ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

7, 5, 9, 1, 7, 5, 9, 1, . . .

ò. å. ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ìåòîäà êðàéíå âàæåí óäà÷íûé
âûáîð ïàðàìåòðîâ.

Î÷åâèäíî, â ëþáîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé, íî ïîêàçàíî, ÷òî å¼ ïåðèîä ìîæåò

11) Ðîáåðò Äýíèýë Êàðìàéêë (R. D. Carmichael, 1879�1967) � àìåðèêàí-
ñêèé ìàòåìàòèê.
12)Ïðåäëîæåí â 1949 ã. àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Ä. Õ. Ëåìåðîì

(Derrick Henry "Dick" Lehmer, 1905�1991).
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С одной стороны, проверка (5.6} не требует больших вы- 

числений: имеется алгоритм быстрого возведения в степень. С 

другой — имеется бесконечно много составных чисел, которые 

проходят данную проверку при всех а, взаимно простых с №. 

Эти числа называют псевдопросптиыми или числами Кармайк- 

ла); 561 = 3.1.17 — наименьшее такое число. Однако по 
мере возрастания числа Кармайкла становятся всё более ред- 

КИМИ. 

Отметим, что для составления таблиц простых чисел наи- 

лучшим является известный метод решета Эратосфена, несмот- 

ря на то, что он требует большого объёма памяти. 

На сегодняшний день разработаны быстрые и эффектив- 

ные детерминированные алгоритмы определения простоты чис- 

ла. Все они основаны на обобщениях теоремы Ферма. 

Генерация ключей. Один из возможных способов полу- 

чения ключа шифрования — использовать генератор псевдослу- 
чайных чисел (ГПСОЧ). 

Хорошие по статистическим свойствам последовательности 
псевдослучайных чисел получаются по формуле линейного кон- 
груэнтного метода (Йпеаг сопетиеп а! 2)): 

Тит тат -+Ь 1=1,2...., 

где а, 6, т — некоторые целые взаимно простые числа, от кото- 

рых и зависит качество такой последовательности. Например, 

для а = 8, 6 = 9, т = 10 ил = 7 получим последовательность 

7,5, 9,1, 7,5, 9,1... 

т. е. при использовании данного метода крайне важен удачный 

выбор параметров. 

Очевидно, в любом случае рассматриваемая последовалель- 

ность будет периодической, но показано, что её период может 

И) Роберт Дэниэл Кармайкл (В. О. Сагиисвае| 1879-1967) — американ- 

ский математик. 

12) Предложен в 1949 г. американским математиком Д. Х. Лемером 
(Региск Нешгу "Пуск" Гебшег, 1905—1991).
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äîñòèãàòü çíà÷åíèÿ m. Îáû÷íî äàííûé ãåíåðàòîð èñïîëüçóþò
ñ ïàðàìåòðàìè

a = 214 013, b = 2531 011, m = 232,

à â êà÷åñòâå r1 áåðóò òåêóùåå âðåìÿ ñ òî÷íîñòüþ äî òèêà òàé-
ìåðà êîìïüþòåðà.

ßñíî, ÷òî çíà÷åíèå r1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ âñåõ
ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïðèìåð, åñëè êàæ-
äîå ri åñòü êîðîòêîå öåëîå ÷èñëî (16 áèò), òî ðàçëè÷íûõ êëþ-
÷åé áóäåò òîëüêî 216 âíå çàâèñèìîñòè îò äëèíû êëþ÷à. Îòñþ-
äà ñëåäóåò âûâîä: ëèíåéíûé êîíãðóýíòíûé ìåòîä íå îáëàäàåò
êðèïòîãðàôè÷åñêîé ñòîéêîñòüþ.

×àñòî èñïîëüçóåòñÿ ÃÏÑ× Ôèáîíà÷÷è ñ çàïàçäûâàíèåì, êî-
òîðûé ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî ïðàâèëó

ri+1 ≡m ri−k + ri−j j > k ⩾ 1,

ãäå m � ÷¼òíîå ÷èñëî, à r0, . . . , rm−1 � ïðîèçâîëüíûå öåëûå.
×èñëà k è j íàçûâàþò çàïàçäûâàíèåì. Êîíêðåòíî ïîëàãàþòm ⩾
55 è k = 24, j = 54.

Ñïåöèàëèñòû ñ÷èòàþò, ÷òî èñòî÷íèêîì èñòèííî ñëó÷àéíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü òîëüêî êàêîé-íèáóäü ôèçè÷å-
ñêèé ïðîöåññ: ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä, òåïëîâîå äâèæåíèå ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö è ò. ï.13) Ïðîöåññ îöèôðîâûâàåòñÿ è ïîñëå
îïðåäåëåííîé îáðàáîòêè èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðàçëè÷íûå ìåòîäû òèïà âû÷èñëåíèÿ àäðå-
ñà ïàìÿòè èëè íîìåðà ñåêòîðà íà äèñêå ñ èçâëå÷åíèåì äàííûõ
îòòóäà, èñïîëüçîâàíèå èíòåðâàëîâ ìåæäó íàæàòèÿìè êëàâèø
ïîëüçîâàòåëåì è ò. ä. ðàñêðèòèêîâàíû êàê íåïðèãîäíûå äëÿ
ïðèìåíåíèÿ â êðèïòîãðàôèè.

Ïîñòðîåíèå áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Íà ñåãî-
äíÿøíèé äåíü ñîçäàíû áûñòðûå è ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Çäåñü îïèøåì íàèáîëåå ïðîñòîé èç íèõ.

13)Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ åñòåñòâåííîíàó÷íîé òî÷êîé çðåíèÿ, ÷òî ïðèðîäà ëþ-
áîé ñëó÷àéíîñòè � êâàíòîâàÿ. ¾Êàæäûé, êòî ðàññìàòðèâàåò àðèôìåòè÷å-
ñêèå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë � áåçóñëîâíî çàáëóäøàÿ äóøà¿
(Äæ. ôîí Íåéìàí).
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достигать значения 7%. Обычно данный генератор используют 

с параметрами 

а = 214013, 6 = 2531011, т = 2, 

а в качестве тг! берут текущее время с точностью до тика тай- 

мера компьютера. 

Ясно, что значение 71 однозначно определяет значения всех 

следующих членов последовательности. Например, если каж- 

дое т; есть короткое целое число (16 бит), то различных клю- 

чей будет только 216 вне зависимости от длины ключа. Отсю- 

да следует вывод: линейный конгруэнтный метод не обладает 

криптографической стойкостью. 

Часто используется ГИСЧ Фибоначчи с запаздыванием, ко- 

торый порождает последовательность по правилу 

т Ет Тк НТ; > ЕРТ, 

где 72 — чётное число, а то, ..., Тт_1 — произвольные целые. 

Числа Ки 7] называют запаздыванием. Конкретно полагают т > 

55 и К = 24, 1 = 54. 

Специалисты считают, что источником истинно случайной 

последовательности может быть только какой-нибудь физиче- 

ский процесс: радиоактивный распад, тепловое движение эле- 

ментарных частиц и т. п. Процесс оцифровывается и после 

определенной обработки используется в качестве случайной по- 

следовалельности. Различные методы типа вычисления адре- 

са памяти или номера сектора на, диске с извлечением данных 

оттуда, использование интервалов между нажатиями клавиш 

пользователем и т. д. раскритикованы как непригодные для 

применения в криптографии. 

Построение больших простых чисел. На сего- 
дняшний день созданы быстрые и эффективные алгоритмы для 

решения этой задачи. Здесь опишем наиболее простой из них. 

13) Это согласуется с естественнонаучной точкой зрения, что природа лю- 

бой случайности — квантовая. «Каждый, кто рассматривает арифметиче- 

ские методы получения случайных чисел — безусловно заблудшая душа» 

(Дж. фон Нейман).
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Ïóñòü óæå èìååòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî S. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñó-
ùåñòâåííî áîëüøåãî ïðîñòîãî N íóæíî:

1) âûáðàòü ÷åòíîå ÷èñëî R
$←− [ S +1, 4S +2 ] è ïîëîæèòü

N = SR + 1;

2) ïðîâåðèòü ÷èñëî N íà îòñóòñòâèå ìàëûõ ïðîñòûõ äåëè-
òåëåé;

3) èñïûòàòü N íà ïðîñòîòó êàêèì-ëèáî íå ñëèøêîì òðóäî-
¼ìêèì òåñòîì äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàç;

4) åñëè âûÿñíèòñÿ, ÷òî N � ñîñòàâíîå, òî âûáðàòü íîâîå
çíà÷åíèå R è ïîâòîðèòü âû÷èñëåíèÿ.

Åñëè N âûäåðæèâàåò èñïûòàíèÿ äàííûì àëãîðèòìîì, òî, ñêî-
ðåå âñåãî, N � ïðîñòîå, è òîãäà ñëåäóåò ïîïûòàòüñÿ äîêàçàòü
ýòî ñ ïîìîùüþ áîëåå ìîùíûõ è òðóäî¼ìêèõ òåñòîâ.

Äëÿ âû÷èñëåíèé ñ áîëüøèìè ÷èñëàìè ñîçäàíû ñïåöèàëüíûå
ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàïðèìåð PARI è UBASIC.

Ìíîãèì èçâåñòíà

:::::::::
Òåîðåìà 5.9 (ïîñòóëàò Áåðòðàíà �×åáûø¼âà, 1845, 1952). Äëÿ ëþ-
áîãî n ∈ N èíòåðâàëå [n, 2n ] ëåæèò õîòÿ áû îäíî ïðîñòîå
÷èñëî.

Íî ïðè áîëüøèõ n ìîæíî äàòü çíà÷èòåëüíî ëó÷øóþ îöåíêó.
Ñàìûé òî÷íûé èç èçâåñòíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðåçóëüòàòîâ
î ñóùåñòâîâàíèè ïðîñòûõ ÷èñåë � àñèìïòîòè÷åñêèé:

:::::::::
Òåîðåìà 5.10 (Áåéêåð, Õàðìàí, Ïèíö, 2000). 0:525; x Äëÿ ëþáîãî
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n â èíòåðâàëå [n−n0,525, n ] ëåæèò õîòÿ
áû îäíî ïðîñòîå ÷èñëî.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñîçäàíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû
äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ôàêòîðèçàöèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n � ýòî íàõîæäåíèå
åãî ïðèìàðíîãî ðàçëîæåíèÿ

n = pα1
1 · . . . · pαs

s ,

ãäå pi � ðàçíûå ïðîñòûå ÷èñëà, à αi � íàòóðàëüíûå, i = 1, s.
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Пусть уже имеется простое число 5. Для построения су- 

щественно большего простого № нужно: 

1) выбрать четное число В > [5 -+1, 45 +2] и положить 
№М =5А +1; 

2) проверить число М на отсутствие малых простых дели- 

телей; 

3) испытать М на простоту каким-либо не слишком трудо- 

ёмким тестом достаточно много раз; 

4) если выяснится, что М — составное, то выбрать новое 

значение В и повторить вычисления. 

Если № выдерживает испытания данным алгоритмом, то, ско- 

рее всего, М — простое, и тогда следует попытаться доказать 

это с помощью более мощных и трудоёмких тестов. 

Для вычислений с большими числами созданы специальные 

языки программирования, например РАВ! и ОВАЗ[С. 

Многим известна 

Теорема 5.9 (постулат Бертрана - Чебышёва, 1845, 1952). Для лю- 
бого п Е М интервале [п, т] лежит хотя бы одно простое 

число. 

Но при больших п можно дать значительно лучшую оценку. 

Самый точный из известных на сегодняшний день результатов 

о существовании простых чисел — асимптотический: 

Теорема 5.10 (Бейкер, Харман, Пинц, 2000). 0:525; т Для любого 
достаточно большого п в интервале [п-п*'5?5, п] лежит, хотя 
бы одно простое число. 

К настоящему времени созданы эффективные алгоритмы 

для построения больших простых чисел. 

Факторизация натурального числа п — это нахождение 

его примарного разложения 

(2 — © 1 
п = р... р. ›, 

где р; — разные простые числа, а а; — натуральные, 1 = 1, 3.
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Ñòîéêîñòü ê âçëîìó ìíîãèõ êðèïòîñèñòåì îñíîâûâàåòñÿ íà
òðóäíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è FACT. Ôàêòîðèçàöèÿ ÷èñëà çíà÷è-
òåëüíî ñëîæíåå ïðîâåðêè åãî íà ïðîñòîòó: íàïðèìåð, ðàñïîçíà-
âàíèå ïðîñòîòû öåëîãî ÷èñëà ñ 125-þ äåñÿòè÷íûìè öèôðàìè íà
ñóùåñòâóþùèõ êîìïüþòåðàõ ìîæåò áûòü âûïîëíåíî çà íåñêîëü-
êî ìèíóò, â òî âðåìÿ êàê åãî ôàêòîðèçàöèÿ ïîòðåáóåò ìèëëèîíû
ëåò âû÷èñëåíèé, òî åñòü âû÷èñëèòåëüíî íåîñóùåñòâèìà.

Ñïëèòòèíãîì (ðàñùåïëåíèåì) íàòóðàëüíîãî n íàçûâàþò
ïðåäñòàâëåíèå åãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

n = a · b, a, b ̸= 1,

à ñîìíîæèòåëè a è b � íåòðèâèàëüíûìè ôàêòîðàìè ÷èñëà n.

ρ-àëãîðèòì ñïëèòòèíãà ñîñòàâíîãî öåëîãî n, êîòîðîå íå åñòü
ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà

1. Ïîëàãàåì a = 2, b = 2, f(x) = x2 + 1.

2. Ïåðåâû÷èñëÿåì

a := f(a), b := f(f(b)) (mod n).

3. Âû÷èñëÿåì d = ÍÎÄ (a− b, n).

4. Åñëè

� d ∈ [ 2, n− 1 ], òî d � äåëèòåëü n;

� d = 1, òî ïåðåõîä ê øàãó 2;

� d = n, òî àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, è âîïðîñ î
íåòðèâèàëüíûõ ôàêòîðàõ â n îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

ρ-àëãîðèòì Ïîëëàðäà14) äëÿ ñïëèòòèíãà ÷èñëà n òðåáóåò
O
(
n1/4

)
ìîäóëÿðíûõ óìíîæåíèé è ýôôåêòèâåí ïðè ïîèñêå ìà-

ëûõ äåëèòåëåé.

14)Ïðåäëîæåí â 1975 ã. áðèòàíñêèì ìàòåìàòèêîì Äæîíîì Ïîëëàðäîì

(John M. Pollard, 1941). Íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî àëãîðèòì ñòðîèò
÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ýëåìåíòû êîòîðîé, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî,
îáðàçóþò öèêë, ÷òî èëëþñòðèðóåòñÿ ðàñïîëîæåíèåì ÷èñåë â âèäå ãðå÷å-
ñêîé áóêâû ρ.
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Стойкость к взлому многих криптосистем основывается на 

трудности решения задачи КАСТ. Факторизация числа значи- 

тельно сложнее проверки его на простоту: например, распозна- 

вание простоты целого числа с 125-ю десятичными цифрами на, 

существующих компьютерах может быть выполнено за несколь- 

ко минут, в то время как его факторизация потребует миллионы 

лет вычислений, то есть вычислительно неосуществима. 

Сплиттингом (расщеплением) натурального ® называют 
представление его в виде произведения 

п=а:6, а, 6 = 1, 

а сомножители аи 6 — нетривиальными факторами числа, п. 

р-алгоритм сплиттинга составного целого п, которое не есть 

степень простого числа 

1. Полагаем а=2, 6=2, }(1) = 22 +1. 

2. Перевычисляем 

а:= (а), 6:= (ЛЬ) (то4 п). 
3. Вычисляем 4 = НОД (а 6, п). 

4. Если 

е ЧЕ |2, п- 1], то 4— делитель п; 

® [= 1, то переход к шагу 2; 

® [= п, то алгоритм заканчивает работу, и вопрос о 

нетривиальных факторах в п остается открытым. 

р-алгоритм Полларда! для сплиттинга числа п требует 
О (п"/*) модулярных умножений и эффективен при поиске ма- 
лых делителей. 

14) Предложен в 1975 г. британским математиком Джоном Поллардом 

(ЗоБп М. Ро|Паха, 1941). Название объясняется тем, что алгоритм строит 

числовую последовательность, элементы которой, начиная с некоторого, 

образуют цикл, что иллюстрируется расположением чисел в виде грече- 

ской буквы р.
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Ïðèìåð 5.11. Ïóñòü n = 455 459.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïî ρ-àëãîðèòìó Ïîëëàðäà ïðèâå-

äåíû â òàáëèöå

a b d

1 5 26 1
2 26 2 871 1
3 677 179 685 1
4 2 871 155 260 1
5 44 380 416 250 1
6 179 685 43 670 1
7 121 634 164 403 1
8 155 260 247 944 1
9 44 567 68 343 743

Ñëåäîâàòåëüíî, 743 è 455 459/743 = 613 åñòü äâà íåòðèâè-
àëüíûõ äåëèòåëÿ n = 455 459; çàìåòèì, îíè îêàçûâàþòñÿ ïðî-
ñòûìè ÷èñëàìè.

Â 1991 ã. ôèðìîé RSA Laboratories áûëè îïóáëèêîâàíû 54
ïîëóïðîñòûõ ÷èñëà (èõ íàçûâàþò RSA-÷èñëàìè) äëèíîé îò 100
äî 617 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ è îðãàíèçîâàí êîíêóðñ íà èõ ôàêòî-
ðèçàöèþ. Íàèìåíüøåå RSA-÷èñëî áûëî ðàçëîæåíî çà íåñêîëüêî
äíåé. Áîëüøèíñòâî ÷èñåë äî ñèõ ïîð íå ðàçëîæåíî è ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ìíîãèå èç íèõ îñòàíóòñÿ òàêîâûìè åù¼ äîâîëüíî
äîëãî.

Õîòÿ ñàì êîíêóðñ áûë îôèöèàëüíî çàêðûò åù¼ â 2007 ã.,
äî ñèõ ïîð ýíòóçèàñòû ïûòàþòñÿ ôàêòîðèçîâàòü åù¼ íå ðàç-
ëîæåííûå RSA-÷èñëà. Òàê, îòå÷åñòâåííûìè èññëåäîâàòåëÿìè
Í. Ë. Çàìàðàøêèíûì, Ä. À. Æåëòêîâûì è Ñ. À. Ìàòâååâûì â
2020 ã. ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóïåðêîìïüþòåðîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ (ÌÃÓ
èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà) è ¾Æîðåñ¿ (Ñêîëòåõ) áûëî ïîëó÷åíî
ðàçëîæåíèå ÷èñëà RSA-232 (232 äåñÿòè÷íûõ çíàêà, 768 áèò).

Íàèáîëüøåå èç RSA-÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ íàéäåíà ïàðà èõ
ïðîñòûõ äåëèòåëåé � RSA-250 (829 áèò), îíî áûëî ôàêòîðè-
çîâàíî â ôåâðàëå 2020 ã. ãðóïïîé ôðàíöóçñêèõ èññëåäîâàòåëåé
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Пример 5.11. Пусть п = 455 459. 

Результаты вычислений по р-алгоритму Полларда приве- 

дены в таблице 

а а 

1 5 26 1 

2 26 2871 1 

3 677 | 179685 1 

4 2871 | 155260 1 

5 44380 | 416250 1 

6 179685 | 43670 1 

7 | 121634 | 164403 1 

8 155260 | 247944 1 

9! 44567 | 68343 | 743 

Следовательно, 743 и 455 459/743 = 613 есть два нетриви- 

альных делителя п = 455459; заметим, они оказываются про- 

стыми числами. 

В 1991 г. фирмой ВЗА ГаБогафомез были опубликованы 54 

полупростых числа (их называют ВЗА-числами) длиной от 100 

до 617 десятичных знаков и организован конкурс на их факто- 

ризацию. Наименьшее ВЗА-число было разложено за несколько 

дней. Большинство чисел до сих пор не разложено и предпола- 

гается, что многие из них останутся таковыми ещё довольно 

долго. 

Хотя сам конкурс был официально закрыт ещё в 2007 г., 

до сих пор энтузиасты пытаются факторизовать ещё не раз- 

ложенные ВЗА-числа. Так, отечественными исследователями 

Н. Л. Замарашкиным, Д. А. Желтковым и С. А. Матвеевым в 

2020 г. с использованием суперкомпьютеров «Ломоносов» (МГУ 

им. М. В. Ломоносова) и «7Корес» (Сколтех) было получено 
разложение числа ВЗА-232 (232 десятичных знака, 768 бит). 

Наибольшее из ВЗА-чисел, для которых найдена пара их 

простых делителей — В5А-250 (829 бит), оно было фактори- 

зовано в феврале 2020 г. группой французских исследователей
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ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ Ôðàíöèè è Ãåðìà-
íèè. Îáúÿâëåí äåíåæíûé ïðèç â $100 000 çà ôàêòîðèçàöèþ ÷èñ-
ëà RSA-1024 (1024 áèòà, 309 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ). Åãî óñïåøíàÿ
ôàêòîðèçàöèÿ âàæíà: íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ äëèíà êëþ-
÷à êàê ðàç ñîñòàâëÿåò 1024 áèòà.

5.5 Äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå

DLP è êðèïòîñèñòåìà Ýëü-Ãàìàëÿ. Ïóñòü G �
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà n è a, b ∈ G. Çàäà-
÷à ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ ax ≡n b íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé (ïðîáëåìîé)
äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ãðóïïå G. Å¼ ðåøåíèå x, åñëè
îíî ñóùåñòâóåò, íàçûâàþò äèñêðåòíûì ëîãàðèôìîì ýëåìåíòà
b ïî îñíîâàíèþ a, ñèìâîëè÷åñêè loga b.

Íà ñëîæíîñòè DLP áàçèðóåòñÿ ðÿä àñèìåòðè÷íûõ øèôðñè-
ñòåì ñ îòðûòûì êëþ÷îì, â ÷àñòíîñòè ðàññìîòðåííàÿ ðàíåå ñèñ-
òåìà Äèôôè�Õåëìàíà DH è ñèñòåìà Elgamal, ðàçðàáîòàííàÿ
Ò. Ýëüäæèìàëè15).

Ðàññìîòðèì âàðèàíò ïîñëåäíåé, êîãäà G åñòü ìóëüòèïëèêà-
òèâíàÿ ãðóïïà ïðîñòîãî ïîëÿ Fp, òî åñòü

|G| = n = p− 1.

Ïóñòü α � íåêîòîðûé (÷àñòî � ïîðîæäàþùèé) ýëåìåíò G.
Áóäåì äàëåå èñïîëüçîâàòü èçîìîðôèçì ãðóïï F∗

p ïî óìíîæå-
íèþ è Zp−1 ïî ñëîæåíèþ.

Äëÿ îðãàíèçàöèè îáìåíà Àëèñà è Áîá âûáèðàþò â ãðóïïå
G êàæäûé ñîîòâåòñòâåííî ïî ñâîåìó ñåêðåòíîìó êëþ÷ó

xA
$←− [ 2, p− 2 ], xB

$←− [ 2, p− 2 ]

è âû÷èñëÿþò çíà÷åíèÿ

dA = αxA è dB = αxB .

15) Ò�àõåð Ýëüäæèìàë�è (àíãë. Taher A. Elgamal, 1955) � àìåðèêàíñêèé
êðèïòîãðàô åãèïåòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ; íà ðóññêîì ÿçûêå óòâåðäèëîñü
íàïèñàíèå åãî ôàìèëèè Ýëü-Ãàìàëü.
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с использованием вычислительных ресурсов Франции и Герма- 

нии. Объявлен денежный приз в $100 000 за факторизацию чис- 

ла ВЗА-1024 (1024 бита, 309 десятичных знаков). Его успешная 
факторизация важна: наиболее часто используемая длина клю- 

ча как раз составляет 1024 бита. 

5.5 Дискретное логарифмирование 

ОГР и криптосистема Эль-Гамаля. Пусть С — 
мультипликативная абелева группа порядка пи а, 6 Е С. Зада- 

ча решения сравнения а” =„ 6 называется задачей (проблемой) 

дискретного логарифмирования в группе С. Её решение х, если 

оно существует, называют дискрепииым логарифмом элемента 

Ь по основанию а, символически 105.6. 

На сложности ОГР базируется ряд асиметричных шифрси- 

стем с отрытым ключом, в частности рассмотренная ранее сис- 

тема Диффи- Хелмана ОН и система Есата], разработанная 

Т. Эльджимали!). 

Рассмотрим вариант последней, когда, С' есть мультиплика- 

тивная группа простого поля Е, то есть 

1 = п =р-1. 

Пусть а — некоторый (часто — порождающий) элемент (С. 

Будем далее использовать изоморфизм групп Е, по умноже- 

нию и 1 по сложению. 

Для организации обмена Алиса и Боб выбирают в группе 

С каждый соответственно по своему секретному ключу 

$ $ 
та —— [2 р-2], тв — [22-2] 

и вычисляют значения 

ад = а^^ и ав = а?8В. 

15) Тахер Эльджимали (англ. Табег А. Евата], 1955) — американский 
криптограф египетского происхождения; на русском языке утвердилось 
написание его фамилии Эль-Гамаль.
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Îòêðûòûìè êëþ÷àìè, êîòîðûìè îáìåíèâàþòñÿ Àëèñà è Áîá,
ÿâëÿþòñÿ òðîéêè (p, α, dA) è (p, α, dB).

Ïóñòü àáîíåíò A õî÷åò ïåðåäàòü àáîíåíòó B ñîîáùåíèå m ∈
F∗

p. Äëÿ ýòîãî A âûáèðàåò åù¼ îäíî ñëó÷àéíîå ÷èñëî

s
$←− [ 1, p− 2 ],

íàçûâàåìîå ñåàíñîâûì (ðàóíäîâûì) êëþ÷îì16), âû÷èñëÿåò ïî
mod p ïàðó ÷èñåë

a = αs è b = m · (dB)s,

è ïåðåäà¼ò øèôðòåêñò (a, b) àáîíåíòó B ïî îòêðûòîìó êàíàëó.
Äëèíà êðèïòîãðàììû â ñõåìå Elgamal, ÿñíî, âäâîå äëèííåå èñ-
õîäíîãî ñîîáùåíèÿ m.

Äëÿ ðàñøèôðîâàíèÿ êðèïòîãðàììû, B âû÷èñëÿåò ïî mod p
çíà÷åíèå m:

m = b · (dB)−s = b · (αxB)−s = b · (αs)−xB = b · ap−1−xB.

Î÷åâèäíî, êðèïòîñèñòåìà Elgamal ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ îä-
íèì èç ñïîñîáîâ âûðàáîòêè îòêðûòûõ êëþ÷åé ïî ïðîòîêîëó DH
Äèôôè�Õåëëìàíà.

Ïðèìåð 5.12. Àëèñà ïåðåäà¼ò Áîáó ñâî¼ ñîîáùåíèåBUJ , èñïîëü-
çóÿ øèôðñèñòåìó Elgamal.

Âû÷èñëåíèå êëþ÷åé. Áîá:

1) âûáèðàåò ïðîñòîå p = 2357 è íàõîäèò ïîðîæäàþùèé ýëå-
ìåíò α = 2 ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Fp;

2) âûáèðàåò ñâîé ñåêðåòíûé êëþ÷ � ñëó÷àéíîå ÷èñëî xB =
1751 ∈ [ 2, p− 2 ] è âû÷èñëÿåò

dB = αxB ≡2 357 1 185;

3) ïåðåäà¼ò Àëèñå ñâîé îòêðûòûé êëþ÷

( p, α, dB ) = ( 2 357, 2, 1 185 ).

16) Òàêèå êëþ÷è ãåíåðèðóþòñÿ ïðîöåäóðîé ðàñøèðåíèÿ êëþ÷à (key
expansion), îñóùåñòâëÿþùåé, êàê ïðàâèëî, ïåðåñòàíîâêè áèòîâ ñåêðåòíî-
ãî êëþ÷à.
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Открытыми ключами, которыми обмениваются Алиса и Боб, 

являются тройки (р, а, Ал) и (р, а, ав). 

Пусть абонент А хочет передать абоненту В сообщение т Е 

Е,. Для этого А выбирает ещё одно случайное число 

рии [11 р-2], 

называемое сеансовым (раундовым) ключом!6), вычисляет по 

шо4 р пару чисел 

а=а и в =т. (ав), 

и передаёт шифртекст (а,6) абоненту В по открытому каналу. 

Длина криптограммы в схеме Е сала], ясно, вдвое длиннее ис- 

ходного сообщения т. 

Для расшифрования криптограммы, В вычисляет по то4 р 

значение т: 

т =: (4в) ° =. (8) ® = В. (а) 98 = бар, 

Очевидно, криптосистема Е сата| фактически является од- 

ним из способов выработки открытых ключей по протоколу ОН 

Диффи- Хеллмана. 

Пример 5.12. Алиса передаёт Бобу своё сообщение ВИ.Л, исполь- 

зуя шифрсистему Ната]. 

Вычисление ключей. Боб: 

1) выбирает простое р = 2357 и находит порождающий эле- 

мент а = 2 мультипликативной группы поля Ё,; 

2) выбирает свой секретный ключ — случайное число тв = 

1751 Е [2, р- 2] и вычисляет 

Ав = ав =2 357 1 185; 

3) передаёт Алисе свой открытый ключ 

(ра, ав) = (2357, 2, 1185 ). 

16) Такие ключи генерируются процедурой расширения ключа (Кеу 

ехрапзюп), осуществляющей, как правило, перестановки битов секретно- 

го ключа.
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Øèôðîâàíèå ñîîáùåíèÿ. Àëèñà:

1) ïîëó÷àåò îòêðûòûé êëþ÷ Áîáà;

2) ïðåäñòàâëÿåò ñâîé òåêñò BUJ â âèäå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
m ∈ [ 0, p− 1 ] ñ ïîìîùüþ 27-ðè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ:

m = 2︸︷︷︸
B

·272 + 21︸︷︷︸
U

·271 + 10︸︷︷︸
J

= 2035;

3) âûáèðàåò ñëó÷àéíûé ñåàíñîâûé êëþ÷

s = 1520 ∈ [ 1, p− 2 ];

4) âû÷èñëÿåò ïî mod 2 357 ÷�èñëà a = αs = 1430 è

b = m · (dB)s ≡ 2035 · 1 1851520 ≡ 697;

5) ïîñûëàåò øèôðòåêñò ( a = 1430, b = 697 ) Áîáó.

Ðàñøèôðîâàíèå ñîîáùåíèÿ. Áîá:

1) ïîëó÷àåò êðèïòîãðàììó îò Àëèñû;

2) âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå

ap−1−xB = 1430605 ≡2 357 872

è ïîëó÷àåò m = 872 · 697 ≡2 357 2 035;

3) ïðåäñòàâëÿåò m â 27-ðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ: m =
203510 = [ 2 21 10 ]27 è ïîëó÷àåò èñõîäíûé òåêñò BUJ .

Çàìå÷àíèå: íà ïðàêòèêå çíà÷åíèå p âûáèðàþò äëèíîé íå ìå-
íåå, ÷åì 2048 áèò.

Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ DLP çàâèñèò îò êîíêðåò-
íîé ãðóïïû G, íà êîòîðîé îíà çàäàíà.

Íàïðèìåð, äëÿ àääèòèâíîé ãðóïïû Zm ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ ëèíåéíîãî ñðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè âèäà ax ≡m b,
è íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòè. Ãîðàçäî ñëîæíåå ðåøåíèå ýòîé çà-
äà÷è â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå F∗

p, ãäå p � áîëüøîå ïðîñòîå
÷èñëî.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçìåð ýòîãî ïðîñòîãî ÷èñëà äîëæåí ñî-
ñòàâëÿòü ïîðÿäêà 1000 áèò, ÷òîáû ýòà çàäà÷à áûëà òðóäíî ðå-
øàåìà è åå ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè ñòîéêèõ

5.5. Дискретное логарифмирование 181 

Шифрование сообщения. Алиса: 

1) получает открытый ключ Боба; 

2) представляет свой текст ВИ. в виде натурального числа 

т Е [0, р-1] с помощью 27-ричной системы счисления: 

— 072 р — т = : р - т 2035; 

3) выбирает случайный сеансовый ключ 

8=1520Е [11 р-2]; 

4) вычисляет по шоа 2357 числа а = а* = 1430 и 

Ь = т. (ав)* = 2035 - 1 1851520 = 697; 

5) посылает шифртекст (а = 1430, 6 = 697) Бобу. 

Расшифрование сообщения. Боб: 

1) получает криптограмму от Алисы; 

2) вычисляет значение 

ав = 1430% =.357 872 

и получает т = 872. 697 =2з57 2035; 

3) представляет т в 27-ричной системе счисления: т = 

203510 = [221 10 ]57 и получает исходный текст ВО.. 

Замечание: на практике значение р выбирают длиной не ме- 

нее, чем 2048 бит. 

Заметим, что сложность решения ОТР зависит от конкрет- 

ной группы С’, на которой она задана. 

Например, для аддитивной группы эта задача сводится 

к решению линейного сравнения первой степени вида ах = 6, 

и не представляет трудности. Гораздо сложнее решение этой за- 

дачи в мультипликативной группе Е’, где р — большое простое 

число. 

В настоящее время размер этого простого числа должен со- 

ставлять порядка 1000 бит, чтобы эта задача была трудно ре- 

шаема, и ее можно было использовать при построении стойких
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êðèïòîñèñòåì. Ïîíÿòíî, ÷òî ðåàëèçàöèÿ òàêèõ ñèñòåì òðåáóåò
áîëüøèõ îáúåìîâ ïàìÿòè.

Î÷åâèäíî, ÷òî íàéòè òàêîé ýëåìåíò x â ãðóïïå Zm, ÷òî
ax = b ìîæíî ëèøü åñëè b ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå, ïîðîæ-
äåííîé ýëåìåíòîì a. Åñëè æå ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ, à a � å¼
ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ãðóïïû, òî âîïðîñ ñíèìàåòñÿ.

Àëãîðèòì ñîãëàñîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ñðàâíåíèå

ax ≡p b (5.7)

â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïðîñòîãî ïîëÿ Ãàëóà G = F∗
p, ãäå

p � ïðîñòîå ÷èñëî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a � ïðèìèòèâíûé
ýëåìåíò ãðóïïû G.

Ñ ïîìîùüþ ïåðåáîðà ìîæíî ðåøèòü ñðàâíåíèå (5.7) çà O(p)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Èçâåñòíà ôîðìóëà loga b =
∑p−2

j=1 (1− aj)−1bj (mod (p− 1)),
îäíàêî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïî íåé, î÷åâèäíî, õóæå, ÷åì äëÿ
ïðîñòîãî ïåðåáîðà.

Àëãîðèòì ñîãëàñîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (5.7)

1. Ïîëîæèòü H =
⌈√

p
⌉
.

2. Íàéòè c = aH (mod p).

3. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñòåïåíåé cu (mod p) äëÿ
u = 1, . . . , H.

4. Ñîñòàâèòü òàáëèöó çíà÷åíèé b · av (mod p) äëÿ
v = 0, . . . , H.

5. Íàéòè ñîâïàâøèå ýëåìåíòû äàííûõ òàáëèö:
äëÿ íèõ

cu ≡p b · av îòêóäà aHu−v ≡p b.

Âûäàòü x ≡p−1 Hu− v.

Äîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì ðàáîòàåò êîððåêòíî. Ëþáîå öåëîå
÷èñëî x ∈ [ 0, p− 2 ] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x ≡p−1 Hu− v, ãäå u ∈ [ 1, H ], v ∈ [ 0, H ].

Äåéñòâèòåëüíî, íàáîð èç H(H + 1) ÷èñåë âèäà
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криптосистем. Понятно, что реализация таких систем требует 

больших объемов памяти. 

Очевидно, что найти такой элемент х в группе т, что 

а” = Ь можно лишь если 6 принадлежит подгруппе, порож- 

денной элементом а. Если же группа С’ циклическая, а а — её 

порождающий элемент группы, то вопрос снимается. 

т 

Алгоритм согласования. Рассмотрим сравнение 

а? =ь (5.7) 

в мультипликативной группе простого поля Галуа С' = Е,, где 

р — простое число. Будем предполагать, что а — примитивный 

элемент группы С. 

С помощью перебора можно решить сравнение (5.7) за О(р) 

арифметических операций. 

Известна формула 105,6 = И (1— а7)" (тоа (р-1)), 
однако сложность вычисления по ней, очевидно, хуже, чем для 

простого перебора. 

Алгоритм согласования решения сравнения (5.7) 

1. Положить Н = `\/Р]. 

2. Найти с=а# (штоа р). 

3. Составить таблицу степеней с“ (шо р) для 
и=1,...,Н. 

4. Составить таблицу значений 6. а° (то4 р) для 
и =0,...,Н. 

5. Найти совпавшие элементы данных таблип: 
для них — 

с“ =,6.а” откуда а""® =) 6. 

Выдать х =„_1 Ни-%. 

Докажем, что алгоритм работает корректно. Любое целое 

число те |0, р-2] можно представить в виде 

х =, Ни, где ие [1, Н|%Е[0, Н]. 

Действительно, набор из Н(Н + 1) чисел вида,
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H, H − 1, H − 2, . . . , H −H

2H, 2H − 1, . . . , 2H −H, . . . ,

H2, H2 − 1, . . . , H2 −H

ñîäåðæèò â ñåáå, â ÷àñòíîñòè, âñå ÷èñëà

0, 1, . . . , p− 2,

ïîñêîëüêó H2 > p.
Íà ïðàêòèêå ïîñëå âûïîëíåíèÿ Øàãîâ 3 è 4 ïðîâîäÿò óïî-

ðÿäî÷åíèå òàáëèö ïî âîçðàñòàíèþ âûõîäíûõ çíà÷åíèé.

Ïðèìåð 5.13. Ðåøèì ñðàâíåíèå 6x ≡11 8.
Èìååì p = 11, a = 6, b = 8.

1. H =
⌈√

11
⌉
= 4.

2. 64 = 1296 ≡11 9 = c.

3. u = 1, 2, 3, 4 (âî 2-é ñòðîêå � âåëè÷èíû 9u−1(mod 11) · 9):
u 1 2 3 4

9 9 · 9 = 81 4 · 9 = 36 3 · 9 = 27
9u (mod 11) 9 4 3 5

4. v = 0, 1, . . . , 4

v 0 1 2 3 4
6v 1 6 36 216 1 296

8 · 6v 8 48 288 1 728 10 368
8 · 6v (mod 11) 8 4 2 1 6

5. Ñîâïàë ýëåìåíò 4 òàáëèö ïðè u = 2, v = 1, ïîýòîìó x =
Hu− v = 7 ≡10 7.

Àëãîðèòì ñîãëàñîâàíèÿ ïðèìåíèì äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñêðåò-
íîãî ëîãàðèôìà â ïðîèçâîëüíîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå.

Ïðèìåð 5.14. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñðàâíåíèå

2x = 17 (mod 25).

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ãðóïïó G = Z∗
25. Ïîíÿòíî, ÷òî |G| =

φ(25) = φ(52) = 51 · φ(5) = 20 = n, êîíêðåòíî,
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Н,Н-ЬН-0,....Н-Н 
2Н,2Н-1,...ЭН-Н,..., 

Н?, Н?—1,..., М-Н 

содержит в себе, в частности, все числа 

0, 1,.... р-2, 

поскольку Н? > р. 
На практике после выполнения Шагов 3 и 4 проводят упо- 

рядочение таблиц по возрастанию выходных значений. 

Пример 5.13. Решим сравнение 67 =11 8. 

Имеем р = ПТ, а=б, 6 = 8. 

1 Н=|Уп]=4. 

2. 6“ = 1296 =11 9 = с. 

3. и=1,2,3,4 (во 2-й строке — величины 9“ 1 (тоа 11) - 9): 

|7 1 2 3 4 

919.9=8114.9=36 |3:9=27 

9“ (шоа 11) | 9 4 3 5 

4. 0=0,1,...,4 
р 011 2 3 4 

6° 1 36 | 216 1296 

8.6" 8 48| 288 1728 | 10368 

8.6° (шоп) 8 49| 1 б 

5. Совпал элемент 4 таблиц при и = 2, о = 1, поэтому х = 

Ни-о=Т =10 7. 

Алгоритм согласования применим для вычисления дискрет- 

ного логарифма в произвольной циклической группе. 

Пример 5.14. Пусть требуется решить сравнение 

27 =17 (шоа 715). 

Для этого рассмотрим группу С = 455. Понятно, что |Ц| = 

(25) = Ф(52) =51.ф(5) = 20 = п, конкретно,
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G = Z25 ∖ { 0, 5, 10, 15, 20 },
è ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî G = ⟨2⟩. Äàëåå ïðèìåíÿåì îïèñàííûé
àëãîðèòì, çàìåíÿÿ p íà îñíîâàíèå ñðàâíåíèÿ 25, êðîìå ïåðâîãî
øàãà, ãäå çàìåíÿåì p íà n = 20.

1. H =
⌈√

20
⌉
= 5.

2. c = 25 ≡25 7.

3. u = 1, 2, . . . , 5

u 1 2 3 4 5
7u (mod 25) 7 24 18 1 7

4. v = 0, 1, . . . , 5

v 0 1 2 3 4 5
17 · 2v (mod 25) 17 9 18 11 22 19

5. Ñîâïàë ýëåìåíò 18 òàáëèö ïðè u = 3, v = 2, ïîýòîìó
x = Hu− v = 13 ≡19 13.

Ðàçðàáîòàíû è äðóãèå (ñóáýêñïîíåíöèàëüíûå) àëãîðèòìû
äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà ðàçëè÷íûõ èäå-
ÿõ.

5.6 Êðèïòîñèñòåìû Ìàê-Ýëèñà è Íè-

äåððàéòåðà

Êðèïòîñèñòåìà Ìàê-Ýëèñà. Äàííàÿ ñèñòåìà çàøèô-
ðîâàíèÿ ñ îòêðûòûì êëþ÷îì îñíîâàíà íà òðóäíîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è äåêîäèðîâàíèÿ ëèíåéíîãî êîäà, èñïðàâëÿþùåãî îøèá-
êè17); ýòà çàäà÷à, êàê óæå áûëî óêàçàíî, NP -òðóäíà.

Ñèñòåìà ðàçðàáîòàíà â 1978 ã. àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì è
èíæåíåðîì Ðîáåðòîì Ìàê-Ýëèñîì (Robert J. McEliece, 1942) è

17) Ýòà çàäà÷à äåêîäèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà äàííûõ (Information Set
Decoding Problem, ISD Problem) è ñîñòîèò óêàçàíèè âåðîÿòíîñòíîé ñòðà-
òåãèè, êîòîðàÿ ïûòàåòñÿ îïðåäåëèòü ïîçèöèè ⩽ ⌊d/2⌋ îøèáîê â ïðèíÿòîì,
âîçìîæíî èñêàæ¼ííîì ñëîâå [ k, n, d ]-êîäà.
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а = 7510, 5, 1, 15, 20 }, 

и легко убедится, что С’ = (2). Далее применяем описанный 

алгоритм, заменяя р на основание сравнения 25, кроме первого 

ага, где заменяем р на п = 20. 

1. Н= [У20] =5. 
2. с = 25 =. 7. 

3. и=12,...,5 

и 112345 
7" (шоа 25) 7 | 24| 18 17 

4. 0=0,1....,5 

п о 2 345 
17.27 (поа 25) [17 [9 [1811 22 | 19 

5. Совпал элемент 18 таблиц при и = 3, ® = 2, поэтому 

х = Ници-о= 13 = 13. 

Разработаны и другие (субэкспоненциальные) алгоритмы 

дискретного логарифмирования, основанные на различных иде- 

ях. 

5.6 Криптосистемы Мак-Элиса и Ни- 

деррайтера 

Криптосистема Мак-Элиса. Данная система зашиф- 
рования с открытым ключом основана на трудности решения 
задачи декодирования линейного кода, исправляющего ошиб- 
ки!”); эта задача, как уже было указано, МР-трудна. 

Система разработана в 1978 г. американским математиком и 

инженером Робертом Мак-Элисом (ВоЪетё .. МсЕПесе, 1942) и 

17) Эта задача декодирования множества данных (пЮгтайоп бе 

Песойте Рто ет, 150 Ртоепт) и состоит указании вероятностной стра- 

тегии, которая пытается определить позиции < [4/2 | ошибок в принятом, 

возможно искажённом слове [К, п, а]-кода.



5.6. Äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå 185

ÿâëÿåòñÿ èñòîðè÷åñêè ïåðâîé êðèïòîñèñòåìîé, èñïîëüçóþùàÿ â
ïðîöåññå øèôðîâàíèÿ ðàíäîìèçàöèþ � âíåñåíèå ñëó÷àéíîñòåé
â äàííûå. Êðàòêî îïèøåì å¼ ïðîñòåéøèé âàðèàíò.

Êàæäûé àáîíåíò ñîçäà¼ò ñâîé ñåêðåòíûé è îòêðûòûé êëþ-
÷è. Äëÿ ýòîãî îí

1. Âûáèðàåò èñïðàâëÿþùèé äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî r
îøèáîê ëèíåéíûé [n, k, 2r + 1 ]-êîä C. Ïóñòü êîä C çàäà¼òñÿ
ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé Gk×n.

2. Ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû:

S ïîðÿäêà k � íåâûðîæäåííóþ;

P ïîðÿäêà n � ïåðåñòàíîâî÷íóþ.

3. Âû÷èñëÿÿ k × n-ìàòðèöó

G̃ = S ×G× P,

¾ìàñêèðóþùóþ¿ ìàòðèöó G, ñòðîèò òåì ñàìûì íîâûé êîä.
Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå G× P → G′ çàäà¼ò ïåðåõîä ê

ïîðîæäàþùåé ìàòðèöå G′ ýêâèâàëåíòíîãî ê C êîäà.
Ñåêðåòíûì êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ òðîéêà ìàòðèö (S, G, P ), à îò-

êðûòûì � ïàðà (G̃, r). Àáîíåíòû îáìåíèâàþòñÿ ñâîèìè îòêðû-
òûìè êëþ÷àìè.

Àëèñà, ïîëó÷èâ îòêðûòûé êëþ÷ (G̃B, r) Áîáà, è æåëàÿ çà-
øèôðîâàòü ñâî¼ ñîîáùåíèå u äëèíû k:

1) âûáèðàåò ñëó÷àéíûé n-âåêòîð e ñ íå áîëåå, ÷åì r åäè-
íèöàìè;

2) âû÷èñëÿåò âåêòîð w = uG̃B + e è ïåðåñûëàåò åãî Áîáó.

Äëÿ ðàñøèôðîâàíèÿ êðèïòîðãàììû w Áîá:

1) âû÷èñëÿåò âåêòîð w′ = wP−1;

2) èñïîëüçóÿ êàêîé-ëèáî àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ êîäà C,
ïîëó÷àåò èç w′ âåêòîð u′.

3) âû÷èñëÿåò u = u′S−1.

Îïèñàííàÿ ñõåìû ðàñøèôðîâàíèÿ äåéñòâèòåëüíî âîññòà-
íàâëèâàåò èñõîäíîå ñîîáùåíèå u. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì:
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является исторически первой криптосистемой, использующая в 

процессе шифрования рандомизацию — внесение случайностей 

в данные. Кратко опишем её простейший вариант. 

Каждый абонент создаёт свой секретный и открытый клю- 

чи. Для этого он 

1. Выбирает исправляющий достаточно большое число г 

ошибок линейный [п, К, 2т + 1|-код С. Пусть код С задаётся 

порождающей матрицей Суки. 

2. Генерирует случайные квадратные матрицы: 

© порядка К — невырожденную; 

Р порядка п — перестановочную. 

3. Вычисляя А х п-матрицу 

а=5хСх Р, 

«маскирующую» матрицу (С, строит тем самым новый код. 

Заметим, что преобразование С’ х Р -} С" задаёт переход к 

порождающей матрице С" эквивалентного к С кода. 

Секретным ключом является тройка матриц (5, С’, Р), а от- 

крытым — пара (С, т). Абоненты обмениваются своими откры- 

тыми ключами. _ 

Алиса, получив открытый ключ (Св,т) Боба, и желая за- 
шифровать своё сообщение и длины К: 

1) выбирает случайный п-вектор е с не более, чем т еди- 

ницами; 

2) вычисляет вектор и = иСв + е и пересылает его Бобу. 

Для расшифрования крипторгаммы и Боб: 

1) вычисляет вектор ш’ = шР”!; 

2) используя какой-либо алгоритм декодирования кода (С, 
получает из и” вектор м’. 

3) вычисляет и = и". 

Описанная схемы расшифрования действительно восста- 

навливает исходное сообщение и. Действительно, имеем:
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w′ = wP−1 =
[
uG̃B + e

]
P−1 =

=
[
uSGP + e

]
P−1 = (uS)G+ eP−1.

Ïîñêîëüêó âåêòîð eP−1 ñîäåðæèò íå áîëåå r åäèíèö, àëãîðèòì
äåêîäèðîâàíèÿ êîäà C êîððåêòèðóåò w′ äî u′ = uS. Ïðåîáðàçî-
âàíèå u′S−1 = u çàâåðøàåò ðàñøèôðîâàíèå.

Øèôðñèñòåìà Ìàê-Ýëèñà îñíîâàíà íà ñëåäóþùèõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ.

1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à NCP ïîèñêà êîäîâîãî ñëîâà,
áëèæàéøåãî ê ïðèíÿòîìó, äàæå ïðè èçâåñòíîé ïîðîæäà-
þùåé ìàòðèöå òðóäíà äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ êîäîâ. Çíà÷èò,
äàæå çíàÿ õîðîøèé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ êîäà ñ ìàò-
ðèöåé G, òðóäíî äåêîäèðîâàòü êîä ñ ìàòðèöåé G× P .

2. Äîìíîæåíèå ñîîáùåíèÿ u íà S ïåðåä êîäèðîâàíèåì ïðè-
çâàíî ðàçðóøèòü âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó ñîîáùåíèÿ, ÷òî-
áû òðóäíî áûëî åãî ¾óãàäàòü¿.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ RSA êðèïòîñèñòåìà Ìàê-Ýëèñà èìååò ïðå-
èìóùåñòâî â ñêîðîñòè çàøèôðîâàíèÿ è ðàñøèôðîâàíèÿ, à òàê-
æå áîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü çàùèòû ïðè äàííîé äëèíå êëþ÷à.

Ê íåäîñòàòêàì ñèñòåìû îòíîñÿòñÿ áîëüøèå ðàçìåðû îòêðû-
òîãî êëþ÷à è êðèïòîãðàììû w, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëü-
íî äëèííåå ñîîáùåíèÿ u.

Ïðèìåð çíà÷åíèé ðåàëüíî èñïîëüçóåìûõ ïàðàìåòðîâ øèôð-
ñèñòåìû Ìàê-Ýëèñà: n = 6960, k = 5413, r = 119, ðàçìåð îòêðû-
òîãî êëþ÷à � 8 373 911 áèò.

Êðèïòîñèñòåìà Íèäåððàéòåðà � ïðåäëîæåííàÿ â
1986 ã. Õ. Íèäåððàéòåðîì18) ìîäèôèêàöèÿ ñèñòåìû Ìàê-Ýëèñà.

Â îòëè÷èå îò íå¼, êðèïòîñèñòåìà Íèäåððàéòåðà èñïîëüçóåò
ïðîâåðî÷íóþHm×n, à íå ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöà [n, k, 2r+1]-êî-
äà, è íå èñïîëüçóåò ðàíäîìèçàöèþ äàííûõ.

18)Õàðàëüä Íèäåððàéòåð (Harald G. Niederreiter, 1944) � àâñòðèéñêèé ìà-
òåìàòèê.
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и = шР7" = Гибв-е) Р-! = 

= [ч5СР-+е]Р! = (и5)С +еР^\. 

Поскольку вектор еР-! содержит не более т единиц, алгоритм 

декодирования кода С’ корректирует ш” до и’ = иб. Преобразо- 

вание и’5`' = и завершает расшифрование. 

Шифрсистема Мак-Элиса основана на следующих предпо- 

ложениях. 

1. Предполагается, что задача МСР поиска кодового слова, 

ближайшего к принятому, даже при известной порожда- 

ющей матрице трудна для «почти всех» кодов. Значит, 

даже зная хороший алгоритм декодирования кода с мат- 

рицей С, трудно декодировать код с матрицей С. х Р. 

2. Домножение сообщения и на 5 перед кодированием при- 

звано разрушить внутреннюю структуру сообщения, что- 

бы трудно было его «угадать». 

По сравнению с ВЗА криптосистема Мак-Элиса имеет пре- 

имущество в скорости зашифрования и расшифрования, а так- 

же более высокую степень защиты при данной длине ключа. 

К недостаткам системы относятся большие размеры откры- 

того ключа и криптограммы %, которая оказывается значитель- 

но длиннее сообщения ци. 

Пример значений реально используемых параметров шифр- 

системы Мак-Элиса: п, = 6960, К = 5413, г = 119, размер откры- 

того ключа — 8373 911 бит. 

Криптосистема Нидеррайтера — предложенная в 
1986 г. Х. Нидеррайтером") модификация системы Мак-Элиса. 

В отличие от неё, криптосистема Нидеррайтера использует 

проверочную Нитх», а не порождающую матрица [п, К, 2" 1]-ко- 

да, и не использует рандомизацию данных. 

18) Харальд Нидеррайтер (Нага14 С. ЖМедегтекет, 1944) — австрийский ма- 

тематик.
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Îòêðûòûì êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ ïàðà (H ′, r), ãäå H ′ = S×H ×
P , à S è P � âûáðàííûå Àëèñîé êâàäðàòíûå ìàòðèöû: ñëó-
÷àéíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ïîðÿäêà n − k è ïåðåñòàíîâîê ïîðÿäêà
n ñîîòâåòñòâåííî. Ñåêðåòíûé êëþ÷ � òðîéêà (S−1, H, P−1). Â
äàííîé ñèñòåìå ñîîáùåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ âñå n-âåêòîðû ñ âåñîì,
íå ïðåâîñõîäÿùèì r.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà íå èñïîëüçóåò ñëó÷àéíûå ïàðàìåòðû, ðå-
çóëüòàò øèôðîâàíèÿ îäíîãî è òîãî æå òåêñòà áóäåò îäèíàêîâûì,
÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü å¼ äëÿ ñîçäàíèÿ ÝÖÏ.

Ðàçìåð îòêðûòîãî êëþ÷à â êðèïòîñèñòåìå Íèäåððàéòåðà â
n

n−k
ðàç ìåíüøå, ÷åì â ñèñòåìå Ìàê-Ýëèñà, à ïî ñðàâíåíèþ ñ

RSA ñêîðîñòü øèôðîâàíèÿ âûøå ïðèáëèçèòåëüíî â 50 ðàç, à
äåøèôðîâàíèÿ � â 100 ðàç.

Îäíàêî äëÿ å¼ èñïîëüçîâàíèÿ íåîáõîäèì àëãîðèòì ïåðåâîäà
èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ â n-âåêòîð âåñà r è ðàçìåð êðèïòîãðàììû
íàìíîãî áîëüøå, ÷åì ðàçìåð îòêðûòîãî òåêñòà.

Äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñèñòåìû Ìàê-Ýëèñà è Íèäåððàé-
òåðà âçëîìàíû ðîññèéñêèìè êðèïòîàíàëèòèêàìè, îäíàêî îíè
îñòàþòñÿ ñòîéêèìè ïðè óñëîâèè èñïîëüçîâàíèè êîäîâ Ãîïïû19).

19)Êðèïòîñèñòåìà Ìàê-Ýëèñà íà êîäàõ Ãîïïû ðàññìàòðèâàåòñÿ Åâðîêî-
ìèññèåé êàê ïåðñïåêòèâíàÿ.

5.6. Дискретное логарифмирование 187 

Открытым ключом является пара (Н’,т), где Н’ = 5х Нх 

Р, а би Р — выбранные Алисой квадратные матрицы: слу- 

чайная невырожденная порядка 7 — К и перестановок порядка, 

п, соответственно. Секретный ключ — тройка (5`", Н, Р-'). В 
данной системе сообщениями являются все п-векторы с весом, 

не превосходящим г. 

Поскольку система не использует случайные параметры, ре- 

зультат шифрования одного и того же текста будет одинаковым, 

что позволяет использовать её для создания ЭЦП. 

Размер открытого ключа в криптосистеме Нидеррайтера в 

5“; раз меньше, чем в системе Мак-Элиса, а по сравнению с 

ВЗА скорость шифрования выше приблизительно в 50 раз, а 

дешифрования — в 100 раз. 

Однако для её использования необходим алгоритм перевода 

исходного сообщения в 7-вектор веса, г и размер криптограммы 

намного больше, чем размер открытого текста. 

Для ряда частных случаев системы Мак-Элиса и Нидеррай- 

тера взломаны российскими криптоаналитиками, однако они 

остаются стойкими при условии использовании кодов Гоппы!). 

19) Криптосистема Мак-Элиса на кодах Гоппы рассматривается Евроко- 

миссией как перспективная.
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Ãëàâà 6

Íà÷àëà ýëëèïòè÷åñêîé

êðèïòîãðàôèè

6.1 Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèïòîãðàôèÿ:

ââåäåíèå

Çà÷åì íóæíà ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèïòîãðà-
ôèÿ? Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèïòîãðàôèÿ (ECC, Elliptic-curve
cryptography) èçó÷àåò àñèììåòðè÷íûå êðèïòîñèñòåìû, îñíî-
âàííûå íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ (ÝÊ) íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè.

Ïðåèìóùåñòâî ýëëèïòè÷åñêîé êðèïòîãðàôèèè ñîñòîèò â
ñëåäóþùèåì. Âî-ïåðâûõ, ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå óäîáíåå ìóëü-
òèïëèêàòèâíûõ ãðóïï êîíå÷íûõ ïîëåé, òàê êàê ñóùåñòâóåò
á�îëüøàÿ ñâîáîäà â âûáîðå òàêîé êðèâîé, ÷åì â âûáîðå êîíå÷-
íîãî ïîëÿ. È âî-âòîðûõ, ñàìîå ãëàâíîå: àëãîðèòìû äèñêðåòíîãî
ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, ðàçðàáîòàííûå äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé, îêàçû-
âàþòñÿ áåñïîëåçíûìè â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ (çàäà÷à
ECDLP), äëÿ êîòîðûõ íàèáîëåå áûñòðûå èìåþò ñóáýêñïîíåíöè-
àëüíóþ ñëîæíîñòü.

Íà ÝÊ ðåàëèçóþò àëãîðèòìû àñèììåòðè÷íîãî øèôðîâà-
íèÿ, ÝÖÏ, ïðîòîêîëû âûðàáîòêè îáùåãî ñåêðåòíîãî êëþ÷à äëÿ
ñèììåòðè÷íîãî øèôðîâàíèÿ, ãåíåðàòîðû ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Êðèïòîñèñòåìû íà îñíîâå ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ â 1985 ã.
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ àìå-
ðèêàíñêèõ ìàòåìàòèêîâ Âèêòîðà Ìèëëåðà (Victor Saul Miller,
1947) è Íèëà Êîáëèöà (Neal I. Koblitz, 1948).

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ E ïîðÿäêà
n íàä ïîëåì K åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâ-
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Глава 6 

Начала эллиптической 

криптографии 

6.1 Эллиптическая криптография: 

введение 

Зачем нужна эллиптическая криптогра- 

фия? Эллиптическая криптография (ЕСС, ЕШрис-сигуе 

стурбортарву) изучает асимметричные криптосистемы, осно- 

ванные на эллиптических кривых (ЭК) над конечными полями. 

Преимущество эллиптической криптографиии состоит в 

следующием. Во-первых, эллиптические кривые удобнее муль- 

типликативных групп конечных полей, так как существует 

большая свобода в выборе такой кривой, чем в выборе конеч- 

ного поля. И во-вторых, самое главное: алгоритмы дискретного 

логарифмирования, разработанные для конечных полей, оказы- 

ваются бесполезными в случае эллиптических кривых (задача, 

ЕСОГР), для которых наиболее быстрые имеют субэкспоненци- 

альную сложность. 

На ЭК реализуют алгоритмы асимметричного шифрова- 

ния, ЭЦП, протоколы выработки общего секретного ключа для 

симметричного шифрования, генераторы псевдослучайных по- 

следовательностей. 

Криптосистемы на основе эллиптических кривых в 1985 г. 

независимо друг от друга были предложены в работах аме- 

риканских математиков Виктора Миллера (Утсвог За МШег, 

1947) и Нила Коблица (№ Т. Кош», 1948). 

Основные понятия. Алгебраическая кривая Е порядка 

п, над полем К есть множество точек, удовлетворяющих урав-
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íåíèþ
F (x, y) = 0,

ãäå (x, y) ∈ K2, à F (x, y) � ïîëèíîì ñòåïåíè n.
Íàïðèìåð, ïðÿìàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

ax+ by + c = 0,

à êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (êîíèêà) � óðàâíåíèåì

a11x
2 + a12xy + a22y

2 + a1x+ a2y + a0 = 0.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Òî÷êó êðèâîé E, çàäàâàåìîé ïîëèíîìîì
F (x, y) íàçûâàþò íåîñîáåííîé, åñëè â íåé õîòÿ áû îäíà èç ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ∂F/∂x è ∂F/∂y îòëè÷íà îò íóëÿ, è îñîáåí-
íîé � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Êðèâàÿ E åñòü ãëàäêàÿ (íåîñîáåííàÿ, íåñèíãóëÿðíàÿ), åñëè
âñå å¼ òî÷êè íåîñîáåííûå.

ßñíî, ÷òî â ëþáîé òî÷êå (x0, y0) ãëàäêîé êðèâîé F (x, y) = 0
ìîæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ � ïðÿìóþ

(x− x0)
∂F (x0, y0)

∂x
+ (y − y0)

∂F (x0, y0)

∂y
= 0.

::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 6.2. Âñÿêóþ íåîñîáåííóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ
E òðåòüåãî ïîðÿäêà íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì ìîæíî ïðåîáðà-
çîâàòü ê âèäó

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, (6.1)

íàçûâàåìîìó äëèííîé ôîðìîé Âåéåðøòðàññà.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ òðåòüåãî ïîðÿäêà íàä
ïðîèçâîëüíûì ïîëåì K ñ äîáàâëåííîé òî÷êîé O ̸∈ K2, íàçû-
âàåìîé áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé èëè áåñêîíå÷íîé, è äëÿ êîòîðîé
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(x, y) +O = O + (x, y) = (x, y) è O +O = O,

íàçûâàþò ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E íàä ïîëåì K, ñèìâîëè÷åñêè
E(K).
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нению 
Е(х,у) = 0, 

где (2,9) Е К?, а Е(т, у) — полином степени п. 
Например, прямая определяется уравнением 

ат + бус =0, 

а кривая второго порядка (коника) — уравнением 

а1127 + а122у + а22у? + ах + ау + а = 0. 

Определение 6.1. Точку кривой Е, задаваемой полиномом 

Е(т, у) называют неособенной, если в ней хотя бы одна из част- 

ных производных ОЁР/дх и ОР/ду отлична от нуля, и особен- 

ной — в противном случае. 

Кривая Е есть гладкая (неособенная, несингулярная), если 

все её точки неособенные. 

Ясно, что в любой точке (20, у) гладкой кривой Р(т,у) = 0 

можно провести касательную — прямую 

ОЕ (то, у) ОЕ(то, уо) —_ 
(2 — 10) ру + (у-) ду = 0. 

Утверждение 6.2. Всякую неособенную алгебраическую кривую 

Е третьего порядка над произвольным, полем можно преобра- 

зовать к виду 

2 3 2 у + а1ху + азу = 17 + ах” + ах + ав, (6.1) 

называемому длинной формой Вейерштрасса. 

Определение 6.3. Алгебраическую кривую третьего порядка над 

произвольным полем К с добавленной точкой О @ К?, назы- 

ваемой бесконечно удалённой или бесконечной, и для которой 

выполняются равенства 

(ту) О =О- (т,у) = (5,у) и О-О=О, 

называют эллилитической кривой Е над полем К’, символически 

Е(К).
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ßñíî, ÷òî òî÷êè (x, y) ∈ K2, ëåæàùèå íà E(K), óäîâëåòâî-
ðÿþò óðàâíåíèþ (6.1), à O åñòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò (íîëü) ïî
ñëîæåíèþ â E(K).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè P = (x0, y0) òî÷êà ÝÊ E, òî òî÷êà

−P = (x0, −a1x0 − a3 − y0) (6.2)

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò (6.1), òî åñòü òàêæå ïðèíàäëåæèò E. Áó-
äåì íàçûâàòü å¼ ïðîòèâîïîëîæíîé ê P .

Åñëè charK íå åñòü 2 èëè 3 (íàïðèìåð, â ñëó÷àå âåùåñòâåí-
íîãî ïîëÿ), òî óðàâíåíèå (6.1) ïðè ïîäõîäÿùåé çàìåíå ïåðåìåí-
íûõ óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

y2 = x3 + a4x+ a6,

íàçûâàåìûé êîðîòêîé ôîðìîé Âåéåðøòðàññà. Îáû÷íî äëÿ
a, b ∈ K å¼ çàïèñûâàþò â âèäå

y2 = x3 + ax+ b. (6.3)

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîòèâîïîëîæíàÿ ê P = (x0, y0) òî÷êà ýëëèï-
òè÷åñêîé êðèâîé E åñòü

−P = (x0, −y0). (6.4)

Ïî÷åìó èñïîëüçóåòñÿ ñòðàííàÿ íóìåðàöèÿ èíäåêñîâ, à êðè-
âûå íàçûâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè? Ôîðìû Âåéåðøòðàññà ïðè
áîëüøèõ x âåäóò ñåáÿ êàê ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà y2 = x3

(ñì. ðèñ. 6.1). Ïðè ïàðàìåòðèçàöèè ñ÷èòàåì, ÷òî x èìååò ñòå-

Ðèñ. 6.1. Ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà (ïàðàáîëà Íåéëà)

ïåíü 2, à y � ñòåïåíü 3. Òîãäà èíäåêñû i êîýôôèöèåíòîâ ai,
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Ясно, что точки (1,у) Е К?, лежащие на Е(К), удовлетво- 

ряют уравнению (6.1), а О есть нейтральный элемент (ноль) по 
сложению в Е(К). 

Легко проверить, что если Р = (20, у) точка ЭК Е, то точка, 

-Р = (520, —а1то — аз — 0) (6.2) 

также удовлетворяет (6.1), то есть также принадлежит Р. Бу- 

дем называть её противоположной к Р. 
Если сваг К не есть 2 или 3 (например, в случае веществен- 

ного поля), то уравнение (6.1) при подходящей замене перемен- 

ных упрощается и принимает вид 

2 3 
У“ = т + а4х- 46, 

называемый короткой формой Вейерштрасса. Обычно для 

а, БЕ К её записывают в виде 

у = -+ах +6. (6.3) 

В этом случае противоположная к Р = (20, у) точка эллип- 
тической кривой Е есть 

-Р = (50, —%). (6.4) 

Почему используется странная нумерация индексов, а кри- 

вые называются эллиптическими? Формы Вейерштрасса при 

больших 1 ведут себя как полукубическая парабола у? = 23 

(см. рис. 6.1). При параметризации считаем, что 5 имеет сте- 

Рис. 6.1. Полукубическая парабола (парабола Нейла) 

пень 2, ау — степень 3. Тогда индексы 1 коэффициентов ах,
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i = 1, 6 (6.1) óêàçûâàþò ñòåïåíè, êîòîðûå äîëæíû áûòü èì äà-
íû, ÷òîáû ñòåïåíü êàæäîãî ñëàãàåìîãî áûëà ðàâíà 6 è óðàâíå-
íèå ñòàëî îäíîðîäíûì. Êðèâûì y2 = f(x) ñîîòâåòñòâóþò ýëëèï-

òè÷åñêèå èíòåãðàëû âèäà

∫
dx√
f(x)

, íå áåðóùèåñÿ â ýëåìåíòàð-

íûõ ôóíêöèÿõ è ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíèåì äëèí äóã ýëëèïñîâ.
Êîðîòêóþ ôîðìó Âåéåðøòðàññà íàçûâàþò êàíîíè÷åñêîé

äëÿ ÝÊ íàä ïîëÿìè K ñ õàðàêòåðèñòèêîé charK ̸= 2, 3. Îä-
íàêî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðè-
âûõ: ôîðìû Ëåæàíäðà, Ìîíòãîìåðè è äð. Èñïîëüçîâàíèå òîé
èëè èíîé ôîðìû ìîæåò óâåëè÷èòü ýôôåêòèâíîñòü îïåðàöèé
íàä òî÷êàìè ÝÊ.

Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä ïîëåì âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë íå ïðèìåíÿþòñÿ â êðèïòîãðàôèè, íî èìåþò íà-
ãëÿäíóþ ãðàôè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ êàê ïëîñêèõ êðèâûõ 3-ãî
ïîðÿäêà (êóáèê) è ïðîñòîå îáúÿñíåíèå ñâîèõ âàæíûõ ñâîéñòâ.

Ïóñòü E = E(R) åñòü ÝÊ â êîðîòêîé ôîðìå Âåéåðøòðàññà,
îïèñûâàþùàÿñÿ óðàâíåíèåì

y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ R.

Íàä ïîëåì R ãëàäêîñòü ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ àëãåáðàè÷å-
ñêè îçíà÷àåò, ÷òî äèñêðèìèíàíò

∆
def
= −16(4a3 + 27b2) ̸= 0. (6.5)

Òîãäà êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí x3+ax+ b íå èìååò êðàòíûõ êîð-
íåé, è, êîíêðåòíî, ïðè ∆ > 0 èìååò òðè ðàçíûõ äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíÿ, à ïðè ∆ < 0 � îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü è äâà êîì-
ïëåêñíûõ.

Ãåîìåòðè÷åñêè ãëàäêîñòü ÝÊ íàä R îçíà÷àåò, ÷òî å¼ ãðàôèê

� íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé,

� íå èìååò òî÷åê âîçâðàòà, â êîòîðûõ êðèâàÿ ðàçäåëÿåòñÿ
íà äâå âåòâè ñ îáùåé êàñàòåëüíîé1);

� ñîñòîèò ïðè ∆ > 0 èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, à ïðè
∆ < 0 � èç îäíîé (ñì. ðèñ. 6.2).
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1 =1,6 (6.1) указывают степени, которые должны быть им да- 

ны, чтобы степень каждого слагаемого была равна 6 и уравне- 

ние стало однородным. Кривым 1? = } (5) соответствуют эллит- 
ат 

У (=) 
ных функциях и связанные с вычислением длин дуг эллипсов. 

Короткую форму Вейерштрасса называют канонической 

для ЭК над полями К с характеристикой сваг А’ = 2,3. Од- 

нако существуют и другие представления эллиптических кри- 

вых: формы Лежандра, Монтгомери и др. Использование той 

или иной формы может увеличить эффективность операций 

над точками ЭК. 

тические интегралы вида ‚ Не берущиеся в элементар- 

Эллиптические кривые над полем веществен- 

ных чисел не применяются в криптографии, но имеют на- 

глядную графическую интерпретацию как плоских кривых 3-го 

порядка (кубик) и простое объяснение своих важных свойств. 

Пусть Е = Е(В) есть ЭК в короткой форме Вейерштрасса, 

описывающаяся уравнением 

у? = з+ах-+6 а5ЕВ. 

Над полем В, гладкость эллиптических кривых алгебраиче- 

ски означает, что дискриминант 

Д ® —16(4а8 + 275?) # 0. (6.5) 

Тогда кубический многочлен 13 -+ ах не имеет кратных кор- 

ней, и, конкретно, при А > 0 имеет три разных действительных 

корня, а при А < 0 — один действительный корень и два ком- 

плексных. 

Геометрически гладкость ЭК над В, означает, что её график 

® не имеет самопересечений, 

® не имеет точек возврата, в которых кривая разделяется 

на две ветви с общей касательной; 

® состоит при А > 0 из двух связных компонент, а при 

Д < 0 — из одной (см. рис. 6.2).
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Ðèñ. 6.2. Ãðàôèêè ÝÊ íàä R ïðè (1) ∆ = 64 > 0 è
(2) ∆ = −368 < 0

Äàëåå íàøåé öåëüþ áóäåò çàäàíèå íà E òàêîé îïåðàöèè ñëî-
æåíèÿ, ÷òîáû ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ïðåâðàòèëàñü â àääèòèâ-
íóþ àáåëåâóþ ãðóïïó.

Çàìåòèì, ÷òî íà íåêîòîðûõ ïëîñêèõ êðèâûõ ýòî ìîæíî
îñóùåñòâèòü, è ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè òàêèõ êðèâûõ ÿâëÿ-
þòñÿ ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü. Íàïðèìåð, ñóììîé äâóõ òî÷åê
(cosα, sinα) è (cos β, sin β), îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1 áóäåì ñ÷è-
òàòü òî÷êó (cos(α + β), sin(α + β)).

Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ÝÊ ñ ∆ > 0 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ïðÿìàÿ îáùåãî âèäà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè
êðèâîé, ïåðåñå÷¼ò å¼ åù¼ òîëüêî â îäíîé òî÷êå. Êðîìå òîãî, êà-
ñàòåëüíàÿ (åñëè òîëüêî îíà íå ïàðàëëåëüíà OY ) ïåðåñåêàåò ÝÊ
òàêæå â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Èìåííî ýòè ñâîéñòâà è ïîçâîëÿþò
çàäàòü ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ, íàçûâàåìóþ ñëîæåíèåì òî÷åê ýë-
ëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ÝÊ ñ ∆ > 0 è ïîëîæèì, ÷òî åñëè òðè
òî÷êè P , Q è R ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,
òî èõ ñóììà ðàâíà O. Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò îïèñàòü ïðàâèëà
ñëîæåíèÿ òî÷åê ÝÊ:

P +Q = −R. (6.6)

Ïðîâåä¼ì ÷åðåç äâå òî÷êè P è Q íà êðèâîé E ïðÿìóþ ℓ.

1)Ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà èìååò òî÷êó âîçâðàòà (0, 0)
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Т 7. 

^ 

\/ 

у? = хз-х у? = хз-х+1 

Рис. 6.2. Графики ЭК над В, при (1) А = 64 >0и 

(2) ^=—368 < 0 

Далее нашей целью будет задание на Е такой операции сло- 

жения, чтобы эллиптическая кривая превратилась в аддитив- 

ную абелевую группу. 

Заметим, что на некоторых плоских кривых это можно 

осуществить, и простейшими примерами таких кривых явля- 

ются прямая и окружность. Например, суммой двух точек 

(соз а, зт а) и (соз В, зт В), окружности 12 + у? = 1 будем счи- 
тать точку (с0$(а + В), эщ(а + В). 

Замечательным свойством ЭК с А > 0 является то, что 

прямая общего вида, проходящая через две различные точки 

кривой, пересечёт её ещё только в одной точке. Кроме того, ка- 

сательная (если только она не параллельна ОУ) пересекает ЭК 
также в единственной точке. Именно эти свойства и позволяют 

задать групповую операцию, называемую сложением точек эл- 

липтической кривой. 

Для этого рассмотрим ЭК с А > 0 и положим, что если три 

точки Р, ди В эллиптической кривой лежат на одной прямой, 

то их сумма равна О. Это свойство позволяет описать правила, 

сложения точек ЭК: 

Р-+О = -В. (6.6) 

Проведём через две точки Ри О на кривой Е прямую 46. 

1 Полукубическая парабола имеет точку возврата (0,0)
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Îíà áóäåò îäíîçíà÷íî çàäàâàòü òðåòüþ òî÷êó R íà E. Ïðè ýòîì

� åñëè ℓ ∦ OY , òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ R ïðÿìîé ℓ ñ E âñåãäà
ñóùåñòâóåò;

� åñëè ℓ ∥ OY , òî ïîëàãàåì R = O (òî åñòü ñ÷èòàåì, ÷òî ℓ
ïåðåñåêàåò E â áåñêîíå÷íîé òî÷êå);

� åñëè ℓ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê E â íåêîòîðîé òî÷êå, òî
òàêàÿ òî÷êà ñ÷èòàåòñÿ äâàæäû.

Òàêîå îïðåäåëåíèå ñëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâî è äëÿ ÝÊ íàä ëþ-
áûìè ïîëÿìè.

Ïðèìåð 6.4. Íà ðèñ. 6.3 ïîêàçàíî íàõîæäåíèå òî÷êè P + Q â
ñëó÷àå Q ̸= ±P íà äåéñòâèòåëüíîé ÝÊ
y2 = x3 − x.

Ðèñ. 6.3

Çàìàí÷èâàÿ èäåÿ íàçâàòü ñóììîé P è Q ñàìó òî÷êó R íåñî-
ñòîÿòåëüíà: ïðè ýòîì P +Q = R ̸⇒ P = R−Q.

Äëÿ îñîáûõ òî÷åê îïðåäåëèòü îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ íå óäàåò-
ñÿ. Ïîýòîìó äëÿ íàäåëåíèÿ òî÷åê êðèâîé ñòðóêòóðîé àáåëåâîé
ãðóïïû íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ãëàäêèå êðèâûå.

Ïóñòü P = (x1, y1) è Q = (x2, y2). Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî êîîðäèíàòû (x3, y3) òî÷êè R = −(P + Q) âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ñëåäóþùèì ôîðìóëàì.

1. P +O = O + P = P, −O = O.

2. Ïóñòü Q = −P (òî åñòü x1 = x2 è ℓ ∥ 0Y )
Òîãäà R = O, è ïîýòîìó
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Она будет однозначно задавать третью точку В на РЁ. При этом 

® если ( 1 ОУ, то точка пересечения В прямой 6 с Е всегда 

существует; 

® ссли ( || ОУ, то полагаем В = О (то есть считаем, что 6 
пересекает Е в бесконечной точке); 

® если ( является касательной к Е в некоторой точке, то 

такая точка считается дважды. 

Такое определение сложения справедливо и для ЭК над лю- 

быми полями. 

Пример 6.4. На рис. 6.3 показано нахождение точки Р + О в 

случае О = +Р на действительной ЭК 

= - 2. 

Рис. 6.3 

Заманчивая идея назвать суммой Р и О саму точку В несо- 

стоятельна: при этом Р+О = В = Р=В-О0. 

Для особых точек определить операцию сложения не удает- 

ся. Поэтому для наделения точек кривой структурой абелевой 

группы необходимо рассматривать гладкие кривые. 

Пусть Р = (ть) и О = (22,12). Тогда можно показать, 
что координаты (53, уз) точки В = —(Р + О) вычисляются по 
следующим формулам. 

1. Р+О=оО+Р=Р, -О=О. 

2. Пусть О = -Р (то есть 21 = 22 и @ || 0У) 
Тогда В = О, и поэтому
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Q = −P = −(x1, y1) = (x1,−y1).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè òî÷êà P èìååò êîîðäèíàòû (x1, 0)
(ℓ ∥ 0Y è P åñòü òî÷êà ïåðåãèáà), òî, ïî îáùåìó ïðàâèëó
P + P = 2P = O, îòêóäà P = −P .

3. Ïóñòü Q ̸= ±P (òîãäà x1 ̸= x2 è ℓ ∦ 0Y ).
Â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ ℓ ïåðåñå÷åò ÝÊ E åù¼ â îäíîé
òî÷êå R, P +Q = −R = (x3, y3) è{

x3 = λ2 − x1 − x2,
y3 = −y1 + λ · (x1 − x3),

λ =
y2 − y1
x2 − x1

. (6.7)

4. Åñëè Q = P , òî ℓ åñòü êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé E â òî÷êå P
è ôîðìóëû äëÿ óäâîåíèÿ òî÷êè
P + P = 2P = −R = (x3, y3) ñóòü{

x3 = λ2 − 2x1,
y3 = −y1 + λ · (x1 − x3),

λ =
3x2

1 + a

2y1
. (6.8)

Ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ ôîðìóë ñóììèðîâàíèÿ è
óäâîåíèÿ òî÷åê ÝÊ ñì. íà ðèñ. 6.4.

Ðèñ. 6.4. Ñóììèðîâàíèå è óäâîåíèå òî÷åê íà ÝÊ

Ïðèìåð 6.5. Íà ÝÊ y2 = x3 − 36x íàõîäÿòñÿ òî÷êè P = (−3, 9)
è Q = (−2, 8). Òðåáóåòñÿ íàéòè P +Q è 2P .

Ðåøåíèå Èìååò ìåñòî ñëó÷àé 3 îïðåäåëåíèÿ ôîðìóë ñëîæå-
íèÿ òî÷åê ÝÊ.
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{@) = -Р = — (71, 1/1) — (11, —и). 

В частном случае, если точка Р имеет координаты (71, 0) 
(6 | ОУ иР есть точка перегиба), то, по общему правилу 

Р-+Р=?Р = 0, откуда Р = -Р. 

3. Пусть О = Р (тогда ту 7 12 и (ДОУ). 
В этом случае прямая 6 пересечет ЭК Е ещё в одной 

точке А, Р-О=-А= (213, \з) и 

| Хз = А? — т. — 12, Х = СРВЕЛО (6.7) 

3 = -Ш-А: (21 - 23), То — 11 

4. Если О =Р, то 6 есть касательная к кривой Е в точке Р 

и формулы для удвоения точки 

Р-+-Р=?2Р=-В= (13,53) суть 

| хз = ЛЖ, Зал фа 
А = . 6.3 

3 = —М НА: (11 — 23), 2 (6.8) 

Геометрическую иллюстрацию формул суммирования и 

удвоения точек ЭК см. на рис. 6.4. 

х 0 х 

Р к 
2р=® 

Суммирование точек Удвоение точки 

Рис. 6.4. Суммирование и удвоение точек на ЭК 

Пример 6.5. На ЭК у? = 23 — 361 находятся точки Р = (-3,9) 
и О = (-2, 8). Требуется найти Р + О и?Р. 

Решение Имеет место случай 3 определения формул сложе- 

ния точек ЭК.
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1. Ïîäñòàíîâêà x1 = −3, y1 = 9, x2 = −2, y2 = 8 â ïåðâîå èç
óðàâíåíèé (6.7) äà¼ò x3 = 6.

2. Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå äà¼ò y3 = 0 è P + Q = (6, 0)
îêàçàëàñü òî÷êîé ïåðåãèáà.

3. Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ x1 = −3, y1 = 9, a = −36 â ïåðâîå
óðàâíåíèå èç (6.8) ïîëó÷àåì äëÿ x-êîîðäèíàòû 2P çíà-
÷åíèå 25/4, à âòîðîå óðàâíåíèå äà¼ò äëÿ y-êîîðäèíàòû
çíà÷åíèå −35/8.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåä¼ííûå ôîðìóëû äëÿ ñóììû è óäâîåíèÿ
òî÷åê ÝÊ E(K) îñòàíóòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ âñåõ ïîëåé, â
êîòîðûõ îñòà¼òñÿ âåðíîé êîðîòêàÿ ôîðìà Âåéåðøòðàññà (6.3),
òî åñòü åñëè charK ̸= 2, 3.

:::::::::
Òåîðåìà 6.6 (Ïóàíêàðå). Ìíîæåñòâî E(K) òî÷åê ýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé âìåñòå ñ áåñêîíå÷íîé òî÷êîé O ñ îïåðàöèåé ñëî-
æåíèÿ, îïèñàííîé âûøå, ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé àáåëåâîé ãðóï-
ïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî (íàáðîñîê) äëÿ ñëó÷àÿ charK ̸= 2, 3.
Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ââåä¼ííîé îïåðàöèè ñëî-

æåíèÿ:
P,Q ∈ E(K) ⇒ P +Q ∈ E(K).

Êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ ïðÿìî ñëåäóåò èç ïðèâåä¼ííûõ
ôîðìóë è òîæäåñòâà

y2 − y1
x2 − x1

· x1 − y1 =
y2 − y1
x2 − x1

· x2 − y2.

Íàëè÷èå â E(K) íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà O óæå îòìå÷àëîñü.
Èñïîëüçóÿ ïðèâåä¼ííûé ôîðìóëû ñëîæåíèÿ, ìîæíî ïîêà-

çàòü è åãî àññîöèàòèâíîñòü, îäíàêî ýòè âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî
ãðîìîçäêè (âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû î 9-è òî÷êàõ íà êóáè÷åñêîé
êðèâîé). □

Ïðèâåä¼ííàÿ òåîðåìà À. Ïóàíêàðå ñïðàâåäëèâà äëÿ ÝÊ íàä
ëþáûì ïîëåì K ïðè îïðåäåëåíèè ñëîæåíèÿ â îáùåì âèäå (6.6).

Óìíîæåíèå òî÷êè P íà öåëîå ïîëîæèòåëüíîå k, íàçûâàåìîå
ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà k òî÷åê P :

kP = P + . . .+ P (k ðàç).
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1. Подстановка, 11 = —3, 4 = 9, 12 = —2, у = 8 в первое из 

уравнений (6.7) даёт хз = 6. 

2. Тогда второе уравнение даёт уз = Ои Р+О = (6,0) 
оказалась точкой перегиба. 

3. Далее, подставляя 11 = -3, и: = 9, а = -—36 в первое 

уравнение из (6.8) получаем для х-координаты 2Р зна- 
чение 25/4, а второе уравнение даёт для у-координаты 

значение —35/8. 

Отметим, что приведённые формулы для суммы и удвоения 

точек ЭК Е(К) останутся справедливыми для всех полей, в 

которых остаётся верной короткая форма Вейерштрасса (6.3), 

то есть если сваг К = 2, 3. 

Теорема 6.6 (Пуанкаре). Множество Е(К) точек эллиттииче- 
ской кривой вместе с бесконечной точкой О с операцией сло- 

жения, описанной выше, является аддитивной абелевой груп- 

пой. 

Доказательство (набросок) для случая саг К = 2, 3. 

Легко проверяется устойчивость введённой операции сло- 
жения: 

РОЕЕ(К) = Р+ОЕЕ(К). 

Коммутативность сложения прямо следует из приведённых 

формул и тождества, 

2 2 
"м = ‘2-2. 

42 — 41 42 — 41 

Наличие в Е (К) нейтрального элемента О уже отмечалось. 
Используя приведённый формулы сложения, можно нпока- 

зать и его ассоциативность, однако эти вычисления достаточно 
громоздки (выводится из теоремы о 9-и точках на кубической 
кривой). о 

Приведённая теорема А. Пуанкаре справедлива для ЭК над 

любым полем К при определении сложения в общем виде (6.6). 

Умножение точки Р на целое положительное К, называемое 

скалярным умножением, определяется как сумма К точек Р: 

КР =Р+...+Р (Е раз).
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6.2 Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå â êîíå÷-

íûõ ïîëÿõ

Ïîðÿäîê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ïðèâåä¼ì âíà÷àëå
¾ãðàôèêè¿ ÝÊ y2 = x3−7x+10 (mod p) äëÿ p = 19, 97, 127, 487.
Âèäíî, ÷òî îíè èìåþò ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî y = p/2.

Ðèñ. 6.5. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ y2 = x3 − 7x + 10
(mod p) ïðè p = 19, 97, 127 487.

Ìíîæåñòâà òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä êîíå÷íûì ïî-
ëåì, åñòåñòâåííî, êîíå÷íî. Ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû áóäåì íàçû-
âàòü ïîðÿäêîì ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì K =
GF (q), q = pn, íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå, ÷åì 2q + 1 òî÷åê: ýòî
áåñêîíå÷íàÿ òî÷êà è íå áîëåå, ÷åì 2q ïàð (x, y) ∈ K2, ïîñêîëüêó
äëÿ êàæäîãî èç q âîçìîæíûõ çíà÷åíèé x ∈ K èìååòñÿ íå áîëåå
2-õ çíà÷åíèé y.
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6.2 Эллиптические кривые в конеч- 

ных полях 

Порядок эллиптической кривой. Приведём вначале 
«графики» ЭК у? = 13-75-10 (тоа р) для р = 19, 97, 127, 487. 

Видно, что они имеют симметрию относительно у = р/2. 

18 96 т 
16 | 

4 

12 64 

10 

80 

48 

32 

о
о
о
 

024680012 14 1618 0 16 32 48 6 80 956 

2) ди - 486 "И 

108 405 
90 

324 

72 

54 

36 

18 81 | 

[3] В ЗОВИ -5 ро. : 0 
0 18 36 5 712 90 108 126 0 81 162 243 324 405 486 

Рис. 6.5. Эллиптическая кривая у? = 23 — 7х + 10 

(то4 р) при р = 19, 97, 127 487. 

Множества точек эллиптической кривой над конечным по- 
лем, естественно, конечно. Порядок этой группы будем назы- 
вать порядком эллиптической кривой. 

Легко увидеть, что эллиптическая кривая над полем К = 
С'Е(4), 4 = р", не может содержать более, чем 24 + 1 точек: это 

бесконечная точка и не более, чем 24 пар (т, у) Е К?, поскольку 
для каждого из 4 возможных значений 5 Е К имеется не более 
2-х значений у.
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Ýòî ãðóáàÿ ìîùíîñòíàÿ îöåíêà. È òàê êàê ëèøü ó ïîëî-
âèíû ýëåìåíòîâ K∗ èìåþòñÿ êâàäðàòíûå êîðíè, ñëåäóåò ñðàçó
îæèäàòü, ÷òî ïîðÿäîê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïðèìåðíî q.

Ñèëüíûì ðåçóëüòàòàì ÿâëÿåòñÿ

:::::::::
Òåîðåìà 6.7 (Õ. Õàññå, 1934). Ïóñòü N � ïîðÿäîê ýëëèïòè÷å-
ñêîé êðèâîé E(GF (q)). Òîãäà

|N − (q + 1) | ⩽ 2
√
q.

::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 6.8. Ãðóïïà òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä êî-
íå÷íûì ïîëåì åñòü ëèáî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé ñóììîé äâóõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.

Îäíèì èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ êðèïòîãðàôè÷åñèõ ïðèëîæå-
íèé ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå èëè õîòÿ áû
îöåíêà èõ ïîðÿäêîâ. Ýòà çàäà÷à äàëåêî íå âñåãäà ïðîñòà: ïîëè-
íîìèàëüíûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ïîðÿäêà ÝÊ íå èçâåñòíû.
Ïðè ýòîì èçâåñòíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñïîñîáû âûáîðà ÝÊ íàä
êîíå÷íûìè ïîëÿìè, äîïóñêàþùèìè äîñòàòî÷íî ïðîñòîå âû÷èñ-
ëåíèå ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 6.9. 1. Ïðè a = 1, b = 0 êîðîòêàÿ ôîðìà Âåéåð-
øòðàñà (6.3) íàä K = GF (7) ∼= Z7 ïðèíèìàåò âèä

y2 = x3 + x.

Áóäåì ïîäñòàâëÿòü âìåñòî x ýëåìåíòû

Z7 = { 0, ±1, ±2, ±3 },

è, åñëè âîçìîæíî, íàõîäèòü çíà÷åíèÿ y ∈ Z7:

x x3 + x y x x3 + x y

0 0 0 −2 4 ±2
1 2 ±3 3 2 ±3
−1 5 � −3 5 �
2 3 �
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Это грубая мощностная оценка. И так как лишь у поло- 

вины элементов К* имеются квадратные корни, следует сразу 

ожидать, что порядок эллиптической кривой примерно 4. 

Сильным результатам является 

Теорема 6.7 (Х. Хассе, 1934). Пусть № — порядок эллититиче- 

ской кривой Е(СЕ(а)). Тогда 

[№ - (+01 < 24. 
Утверждение 6.8. Группа точек эллиптической кривой над ко- 

нечииям. полем есть либо циклическая группа, либо является 

прямой суммой двух циклических групп. 

Прямая сумма циклических групи не обязательно является 

циклической группой. 

Одним из основных вопросов криптографичесих приложе- 

ний эллиптических кривых является вычисление или хотя бы 

оценка их порядков. Эта задача далеко не всегда, проста: поли- 

номиальные алгоритмы нахождения порядка ЭК не известны. 

При этом известны некоторые частные способы выбора ЭК над 

конечными полями, допускающими достаточно простое вычис- 

ление порядка. 

Пример 6.9. 1. При а = 1,6 = 0 короткая форма Вейер- 

штраса (6.3) над К = СЁЕ(7) = #: принимает вид 

г = 2+ т. 

Будем подставлять вместо 5х элементы 

71 = 10, +1, =2, +3 }, 

и, если возможно, находить значения у Е +: 

З+ж| у т 3+1 у 

0 | —2 4 +2 

+3 || 3 2 +3 

т т 

-—
 

№
 

о
 

©
 

--
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Ïåðå÷èñëèì âñå òî÷êè ðàññìàòðèâàåìîé ÝÊ:

{ (0; 0), (1;±3), (3;±3), (−2;±2), O} ;

å¼ ïîðÿäîê N = 8.

2. Îöåíèì ïî òåîðåìå Õàññå ïîðÿäîê N ãðóïïû E òî÷åê ÝÊ,
çàäàâàåìîé òåì æå óðàâíåíèåì íàä ïðîñòûì ïîëåì F23:

|N − 24| ⩽ 2 · 5 ⇒ −10 ⩽ N − 24 ⩽ +10 ⇒
⇒ 14 ⩽ N ⩽ 34.

Ïðÿìîé ïîäñ÷¼ò ïîêàçûâàåò, ÷òî N = 24:

E = {O, (0, 0), (1,±5), (9,±5), (11,±10),
(13,±5), (15,±3), (16,±8), (17,±10), (18,±10),

(19,±1), (20,±4), (21,±6) } .

3. Ïðè a = b = 1 óðàâíåíèå (6.3) íàä K = Z7 ïðèíèìàåò
âèä y2 = x3 + x+ 1 è

E = { (0;±1), (2;±2), O}

è N = 5.

Òåîðåìà Õàññå äëÿ q = 7 äà¼ò îöåíêó N ⩽ 13.

4. Ðàññìîòðèì òî æå óðàâíåíèå y2 = x3 + x+1 íàä K = Z5,
è íàéä¼ì, ÷òî ïîðÿäîê çàäàâàåìîé èì ãðóïïû ÝÊ åñòü
N = 9:

E = { (0,±1), (2,±1), (3,±1), (4,±), O}.

Ïîðÿäêîì òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàçûâàþò íàè-
ìåíüøåå íàòóðàëüíîå k òàêîå, ÷òî kP = O. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîãî
k ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü, è òîãäà òî÷êà èìååò áåñêîíå÷íûé
ïîðÿäîê.

Àðèôìåòèêà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íå ñîäåðæèò ïðÿ-
ìûõ ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðàòíîãî äëÿ çàäàííîé òî÷êè
P = (x, y), è íàõîæäåíèå kP âûïîëíÿþò ñ èñïîëüçîâàíèåì îïå-
ðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óäâîåíèÿ òî÷êè.
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Перечислим все точки рассматриваемой ЭК: 

её порядок М = 8. 

2. Оценим по теореме Хассе порядок М группы Е точек ЭК, 

задаваемой тем же уравнением над простым полем ЁРьз: 

|№М-— 24| < 2.5 = -Ю<М-24<+0 = 

= 14<М< 34. 

Прямой подсчёт показывает, что № = 24: 

Е = {0, (0,0), (1,45), (9, 5), (11, +10), 
(13,5), (15, +3), (16,48), (17, 10), (18, +10), 

(19, 1), (20, +4), (21,=6)}. 

3. При а = 6 = 1 уравнение (6.3) над К = Я принимает 

вид у? = 23 + х+Ти 

= { (0; 1) (2;=2), О} 
и М=5. 

Теорема Хассе для 4 = 7 даёт оценку М < 13. 

4. Рассмотрим то же уравнение у? = 123 +х-+1 над К = #ь, 
и найдём, что порядок задаваемой им группы ЭК есть 

М = 9: 

Е = { (0,1), (2, =1), (3,1), (4, =), О}. 

Порядком точки эллилитической кривой называют наи- 

меньшее натуральное К такое, что КР = О. Понятно, что такого 

К может и не существовать, и тогда точка имеет бесконечный 

порядок. 

Арифметика эллиптических кривых не содержит пря- 

мых формул для вычисления кратного для заданной точки 

Р = (1,9), и нахождение КР выполняют с использованием опе- 

раций сложения, вычитания и удвоения точки.
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Óìíîæåíèå òî÷êè íà ÷èñëî àíàëîãè÷íî âîçâåäåíèþ â ñòå-
ïåíü â ñëó÷àå RSA è òðåáóåò íåáîëüøîãî ÷èñëà ñëîæåíèé. Íà-
ïðèìåð, äëÿ óìíîæåíèÿ òî÷êè íà ÷èñëî äëèíû 200 áèò áóäåò
âûïîëíåíî â ñðåäíåì 100 îïåðàöèé óäâîåíèÿ òî÷êè è 66 îïåðà-
öèé ñëîæåíèÿ òî÷åê. Äëÿ ñðàâíåíèÿ: ïðè âîçâåäåíèè ÷èñëà â
ñòåïåíü ñ ïîêàçàòåëåì äëèíû 200 áèò â ñðåäíåì âûïîëíÿåòñÿ
300 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.

ßñíî, ÷òî åñëè òî÷êà P èìååò ïîðÿäîê n, òî ìíîæåñòâî

{ O, P, 2P, . . . , (n− 1)P }

îáðàçóåò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó â ãðóïïå òî÷åê ÝÊ è ïîðÿäîê
òî÷êè n äåëèò âåëè÷èíó N � ÷èñëî òî÷åê ÝÊ.

Ïðèìåð 6.10. 1. ÝÊ y2 = x3 − x + 3 íàä ïîëåì GF (37) èìå-
åò ïîðÿäîê N = 42. Å¼ ïîäãðóïïû ìîãóò èìåòü ïîðÿäîê
n = 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42.

Íàéä¼ì ïîäãðóïïó òî÷åê ýòîé ÝÊ, ïîðîæä¼ííóþ òî÷êîé
P = (2, 3). Âû÷èñëÿÿ òî÷êè jP äëÿ j = 1, 2, . . ., ïîëó÷èì:

1P ̸= O, 2P ̸= O, . . . , 7P = O,
òî åñòü ïîðÿäîê äàííîé òî÷êè è ïîðîæä¼ííîé åþ ïîäãðóïïû
ðàâåí 7.

2. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì y2 =
x3 − x + 1 íàä ïîëåì GF (29), èìååò ïîðÿäîê N = 37, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì. Ïîýòîìó å¼ ïîäãðóïïû ìîãóò èìåòü
ïîðÿäîê òîëüêî n = 1 èëè n = 37. Òîãäà ïðè n = 1 ïîäãðóïïà
ñîäåðæèò òîëüêî áåñêîíå÷íî óäàë¼ííóþ òî÷êó, à ïðè n = 37 �
âñå òî÷êè äàííîé ÝÊ.

Êðèïòîãðàôè÷åñêè èíòåðåñíû ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå, äëÿ
êîòîðûõ ñòðîÿùèåñÿ ñ èõ ïîìîùüþ êðèïòîñèñòåìû áóäóò ñòîé-
êè ê âçëîìó. Ôàêòîðèçàöèÿ ïîðÿäêà òàêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðè-
âûõ íå äîëæíà ñîäåðæàòü ìàëûõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé: òîãäà
ðåøåíèå çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ñèëüíî çàòðóä-
íåíî. Èìåííî äëÿ ýòîãî è íàäî çíàòü ïîðÿäîê ÝÊ.

Â îòå÷åñòâåííîì ñòàíäàðòå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íàèìåíüøèì
äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû òî÷åê ÝÊ áûëî ïðîñòîå ÷èñëî èç
èíòåðâàëà [ 2254, 2256 ].
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Умножение точки на число аналогично возведению в сте- 

пень в случае ВЗА и требует небольшого числа сложений. На- 

пример, для умножения точки на число длины 200 бит будет 

выполнено в среднем 100 операций удвоения точки и 66 опера- 

ций сложения точек. Для сравнения: при возведении числа в 

степень с показателем длины 200 бит в среднем выполняется 

300 операций умножения. 

Ясно, что если точка Р имеет порядок п, то множество 

{ОРЭР..., п- ПР} 

образует циклическую подгруппу в группе точек ЭК и порядок 

точки п делит величину М — число точек ЭК. 

Пример 6.10. 1. ЭК у? = 23 - +3 над полем СЕ(37) име- 
ет порядок М = 42. Её подгруппы могут иметь порядок 

п = 1,2, 3,6, 7, 14, 21, 42. 

Найдём подгруппу точек этой ЭК, порождённую точкой 

Р = (2,3). Вычисляя точки 71Р для 1 =1,2,..., получим: 

ТРО, ЭРХО, ..., ТРЕО, 

то есть порядок данной точки и порождённой ею подгруппы 

равен 7. 

2. Эллинтическая кривая, определяемая уравнением 9? = 

13 — т + 1 над полем С.Е(29), имеет порядок № = 37, которое 

является простым числом. Поэтому её подгруппы могут иметь 

порядок только п = 1 или п = 37. Тогда при п = 1 подгруппа 

содержит только бесконечно удалённую точку, а при п = 37 — 

все точки данной ЭК. 

Криптографически интересны эллиптические кривые, для 

которых строящиеся с их помощью криптосистемы будут стой- 

ки к взлому. Факторизация порядка таких эллиптических кри- 

вых не должна содержать малых простых множителей: тогда, 

решение задачи дискретного логарифмирования сильно затруд- 

нено. Именно для этого и надо знать порядок ЭК. 

В отечественном стандарте требуется, чтобы наименьшим 
делителем порядка группы точек ЭК было простое число из 
интервала | 2254, 2256 |.
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Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïîðÿäêà n òî÷êè P ÝÊ
íàä ïîëåì GF (p)

1. Íàéòè ìàêñèìàëüíóþ îöåíêó ïîðÿäêà ãðóïïû òî÷åê ÝÊ
ïî òåîðåìå Õàññå N1 = p + 1 + 2

√
p è âû÷èñëèòü m =⌈√

N1

⌉
.

2. Ïîñòðîèòü òàáëèöó ïàð (j, jP ) äëÿ j = 1,m.

3. Âû÷èñëèòü α = −mP .

4. Ïîëîæèòü γ = O.
5. Äëÿ i = 1, 2, . . . ,m− 1:

5.1 ïðîâåðèòü, áóäåò ëè òî÷êà γ ñîäåðæàòüñÿ â òàáëèöå,
ïîñòðîåííîé íà øàãå 2;

5.2 åñëè γ = jP , òî ïîëîæèòü n = mi+ j;
ÎÑÒÀÍÎÂ;

5.3 ïîëîæèòü γ := γ + α.

Ïðèìåð 6.11. Íàéòè ïîðÿäîê òî÷êè P = (0, 1) ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé

y2 = x3 + x+ 1
íàä ïîëåì GF (5).

Ðåøåíèå.

N1 = 6 + 2
√
5 ≈ 10 ⇒ m =

⌈√
10
⌉
= 4.

Ñòðîèì òàáëèöó

j 1 2 3 4
jP (0, 1) (4, 2) (2, 1) (3, 4)

Íàõîäèì

α = −mP = −4(0, 1) = −(3, 4) = (3,−4) ≡5 (3, 1).

Ïîëîæèì γ = O. Ýòà òî÷êà â òàáëèöå íå ñîäåðæèòñÿ. Äàëåå
íàõîäèì

i = 1⇒ γ = γ + α = O + (3, 1) = (3, 1)
� ýòîãî çíà÷åíèÿ íåò â òàáëèöå;

i = 2⇒ γ = γ + α = (3, 1) + (3, 1) = (0, 1)
� ýòî çíà÷åíèå åñòü â òàáëèöå ïðè j = 1; ïîýòîìó ïîðÿäîê
n òî÷êè P = (0, 1) åñòü

n = mi+ j = 4 · 2 + 1 = 9.
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Алгоритм вычисления порядка п точки Р ЭК 

над полем СЕ(р) 

1. Найти максимальную оценку порядка группы точек ЭК 

по теореме Хассе М = р+ 1+ 2\/ и вычислить т = 

ГУМ! [. 
Построить таблицу пар (7, 7Р) для 1 = т. 

Вычислить а = —тР. 

Положить // = ©. 

ДЛляф=1,2,....т- 1: 

5.1 проверить, будет ли точка 7/ содержаться в таблице, 

построенной на шаге 2; 

5.2 если 7 = 1Р, то положить п = пи + 7; 

ОСТАНОВ; 

5.3 положить 7) := У а. 

ж
е
н
ы
 ю
 

Пример 6.11. Найти порядок точки Р = (0,1) эллиптической 

кривой 
р у? = +т+1 

над полем С ЁЕ(5). 
Решение. 

м =6+2%5 = 0 > т= У] =4. 
Строим таблицу 

7 т 2 3 4 
7Р | (00 (422.0 4 

Находим 

а = —тР = —4(0,1) = —(3,4) = (3, —4) =, (3,1). 

Положим 7) = О. Эта точка в таблице не содержится. Далее 

находим 

1=1=> у=у+а = О-+ (3,1) = (3,1) 
— этого значения нет в таблице; 

=2=> у=у-а= (3,1) + (3,1) = (0,1) 
— это значение есть в таблице при 7 = 1; поэтому порядок 

п, точки Р = (0,1) есть 

п=и+1=4.2+1=9.
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Ïîèñê ïîðîæäàþùåé òî÷êè äëÿ ïîäãðóïïû ÝÊ.
Äëÿ àëãîðèòìîâ ECC òðåáóþòñÿ ïîäãðóïïû ñ âûñîêèì ïîðÿä-
êîì. Ïîýòîìó îáû÷íî ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðè-
âàÿ, âû÷èñëÿåòñÿ å¼ ïîðÿäîê N , â êà÷åñòâå ïîðÿäêà ãðóïïû n
âûáèðàåòñÿ áîëüøîé äåëèòåëü, à ïîòîì íàõîäèòñÿ òî÷êà, ïîðîæ-
äàþùàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäãðóïïó (base point).

Óäîáíî, åñëè n � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà N =
n·k. Çíà÷åíèå k (èíäåêñ ïîäãðóïïû ãðóïïû òî÷åê ÝÊ) íàçûâàþò
êîôàêòîðîì (ñîìíîæèòåëåì). Îí äîëæåí áûòü íåáîëüøèì, k ⩽
4, æåëàòåëüíî äàæå k = 1.

Èç ïðèâåä¼ííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà Q = kP
ñîçäà¼ò ïîäãðóïïó ïîðÿäêà n > 1 çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ Q =
hP = O, â êîòîðîì ïîäãðóïïà èìååò ïîðÿäîê 1.

Âî ìíîãèõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëàõ, òðåáóþùèõ âû-
ñîêîé ñêîðîñòè øèôðîâàíèÿ, â ñõåìå ñîãëàñîâàíèÿ êëþ÷åé
Äèôôè�Õåëëìàíà (ECDH) èñïîëüçóåòñÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðè-
âàÿ

y2 = x3 + 486662x2 + x

íàä ïðîñòûì ïîëåì GF (2255 − 19), ÷òî è äàëî åé íàçâàíèå
Curve25519.

Ïîðÿäîê ãðóïïû, ÿñíî, åñòü N = 2255− 20. Ñòàðòîâîé ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êà êðèâîé ñ àáöèññîé x = 9 (ïðè ðåàëèçàöèè èñïîëüçó-
åòñÿ ñæàòàÿ ôîðìà, êîãäà õðàíÿòñÿ òîëüêî x-êîîðäèíàòû). Ýòà
òî÷êà Q ïîðîæäàåò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïðîñòîãî ïîðÿäêà

n = 2252 + 27 742 317 777 372 353 535 851 937 790 883 648 493

èíäåêñà h = 8. Óìíîæåíèå òî÷åê ïðîõîäèò çà ôèêñèðîâàííîå
âðåìÿ. Ðàçìåðû ñåêðåòíîãî è îòêðûòîãî êëþ÷åé íà ïðàêòèêå
ñîñòàâëÿþò âñåãî 32, 64 èëè 128 áèò.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ òî÷êè,
ïîðîæäàþùåé ïîäãðóïïó çàäàííîãî ïîðÿäêà

â ãðóïïå òî÷åê ÝÊ

1. Âû÷èñëÿåòñÿ ïîðÿäîê N ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.
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Поиск порождающей точки для подгруппы ЭК. 
Для алгоритмов ЕСС требуются подгруппы с высоким поряд- 

ком. Поэтому обычно сначала выбирается эллиптическая кри- 

вая, вычисляется её порядок №, в качестве порядка группы п 

выбирается большой делитель, а потом находится точка, порож- 

дающая соответствующую подгруппу (Ъазе ро). 
Удобно, если п — простое число. По теореме Лагранжа М = 

п-К. Значение К (индекс подгруппы группы точек ЭК) называют 

кофактором (сомножителем). Он должен быть небольшим, К < 

4, желательно даже К = 1. 

Из приведённого соотношения следует, что точка О = КР 

создаёт подгруппу порядка п > 1 за исключением случая @ = 

ПР = О, в котором подгруппа имеет порядок 1. 

Во многих криптографических протоколах, требующих вы- 
сокой скорости шифрования, в схеме согласования ключей 
Диффи- Хеллмана (ЕСОН) используется эллиптическая кри- 

вая 
2 _ 3 2 у = 17° + 48666257 + т 

над простым полем СЕ(2?5 — 19), что и дало ей название 
Ситие? 5519. 

Порядок группы, ясно, есть М = 2255 — 20. Стартовой явля- 

ется точка кривой с абциссой х = 9 (при реализации использу- 

ется сжатая форма, когда хранятся только т-координаты). Эта, 

точка © порождает циклическую подгруппу простого порядка 

п = 275? {- 27742 317 777 372 353 535 851 937 790 883 648 493 

индекса А = 8. Умножение точек проходит за фиксированное 

время. Размеры секретного и открытого ключей на практике 

составляют всего 32, 64 или 128 бит. 

Алгоритм нахождения точки, 

порождающей подгруппу заданного порядка 

в группе точек ЭК 

1. Вычисляется порядок М эллиптической кривой.



202 ÏÀ III ïîòîê. Ãëàâà 6. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèïòîãðàôèÿ

2. Âûáèðàåòñÿ ïîðÿäîê n � ïðîñòîå ÷èñëî, äåëÿùåå N , è
âû÷èñëÿåòñÿ êîôàêòîð h = N/n.

3. Íà ÝÊ âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ òî÷êà P .

4. Âû÷èñëÿåòñÿ òî÷êà Q = hP .

5. Åñëè Q = O, òî âîçâðàò ê ï. 3.
Èíà÷å íàéäåíà òî÷êà P , ïîðîæäàþùàÿ â ÝÊ ïîäãðóïïó
ïîðÿäêà n.

Ôîðìóëû ñëîæåíèÿ òî÷åê ÝÊ íàä êîíå÷íûìè
ïîëÿìè. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä
ïîëÿìè K êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ
(6.5), òî åñòü ∆ ̸= 0 ïî mod (charK).

Äàëåå áóäåì äëÿ òî÷åê

P = (x1, y1), Q = (x2, y2)

äàííîé ÝÊ íàõîäèòü òî÷êè P + Q è 2P ýòîé æå êðèâîé, êîîð-
äèíàòû êîòîðûõ áóäåì îáîçíà÷àòü (x3, y3).

charK > 3. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ýë-
ëèïòè÷åñêîé êðèâîé â êîðîòêîé ôîðìå Âåéåðøòðàññà

y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ K.

Åñëè ïîëèíîì x3+ax+b íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, òî ïðèâåä¼í-
íûå íà ñ. 193 ôîðìóëû äëÿ ñóììû å¼ òî÷åê îñòàþòñÿ ñïðàâåä-
ëèâûìè. Ìíîæåñòâî òî÷åê òàêèõ ÝÊ áóäåì îáîçíà÷àòü Ep(a, b)
èëè, ïðè ôèêñèðîâàííîé õàðàêòåðèñòèêå ïîëÿ, E(a, b).

Ïðèìåð 6.12. Â ï. 3 ïðèìåðà 6.9 íàéäåíû 9 ýëåìåíòîâ ÝÊ y2 =
x3 + x+ 1 íàä K = Z5:

E5(1, 1) = {O, (0, 1), (0, 4), (2, 1), (2, 4), (3, 1),
(3, 4), (4, 1), (4, 4) } .

Ïîêàæåì, ÷òî äàííàÿ ãðóïïà � öèêëè÷åñêàÿ è (0, 1) � å¼
ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò: ïî ôîðìóëàì ñëîæåíèÿ èìååì:

(0, 1) +O = (0, 1), (3, 1) + (0, 1) = (2, 4),

(0, 1) + (0, 1) = (4, 2), (2, 4) + (0, 1) = (4, 3),
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2. Выбирается порядок п — простое число, делящее №, и 

вычисляется кофактор # = №/п. 

3. На ЭК выбирается случайная точка Р. 

4. Вычисляется точка © = ВР. 

5. Если О = О, то возврат к п. 3. 

Иначе найдена, точка Р, порождающая в ЭК подгруппу 

порядка, п. 

Формулы сложения точек ЭК над конечными 
полями. Рассмотрим подробнее эллиптические кривые над 

полями К конечной характеристики, для которых выполняется 

(6.5), то есть А =^ 0 по тоа (сах А). 
Далее будем для точек 

Р = (11, \1), О = (12,42) 

данной ЭК находить точки Р + О и 2Р этой же кривой, коор- 

динаты которых будем обозначать (273, уз). 

сраг К`_> 3. В этом случае справедливо представление эл- 

липтической кривой в короткой форме Вейерштрасса, 

у? = 2 +ах+ь, аЪЕК. 

Если полином 13+ ат-ь не имеет кратных корней, то приведён- 

ные на с. 193 формулы для суммы её точек остаются справед- 

ливыми. Множество точек таких ЭК будем обозначать В»(а, 6) 

или, при фиксированной характеристике поля, Е(а, 6). 

Пример 6.12. В п. 3 примера 6.9 найдены 9 элементов ЭК у? = 

13 +х +1 над К = 1: 

Е5(1, И — { О, (0, 1), (0, 4), (2, 1), (2,4), (3, 1), 

(3,4), (4,1), (4,4) }. 

Покажем, что данная группа — циклическая и (0,1) — её 
порождающий элемент: по формулам сложения имеем: 

(0,1) +О = (0,1), (3,04 (0,1) = (2,4), 

(0,1) + (0,1) = (4,2), (2,4) - (0,1) = (4,3),
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(4, 2) + (0, 1) = (2, 1), (4, 3) + (0, 1) = (0, 4),

(2, 1) + (0, 1) = (3, 4), (0, 4) + (0, 1) = O,
(3, 4) + (0, 1) = (3, 1).

Äëÿ íåêîòîðûõ p > 3 çàäà÷à íàõîæäåíèÿ çàäà÷à íàõîæäå-
íèÿ ïîðÿäêà ÝÊ íàä Zp ðåøàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî.

:::::::::
Òåîðåìà 6.13. Íàä ïîëåì Zp ãðóïïà Ep(a, b) ëèáî öèêëè÷åñêàÿ,
ëèáî åñòü ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêîâ N1 è N2,
ïðè÷¼ì N2 | N1 è N2 | p− 1.

:::::::::
Òåîðåìà 6.14. Åñëè p � ïðîñòîå è p ≡3 2, òî ïðè ëþáîì b ∈ Z∗

p

ïîðÿäîê ãðóïïû Ep(0, b) ðàâåí p+1, è ýòà ãðóïïà öèêëè÷åñêàÿ.

charK = 3. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (6.1) ïðè ïîäõîäÿùåé
çàìåíå ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò âèä

y2 = x3 + ax2 + bx+ c, a, b, c ∈ GF (3n). (6.9)

Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëèíîì x3+ax+ b íå èìååò êðàòíûõ
êîðíåé.

Ñðàçó ïîëó÷èì, ÷òî −P = −(x0, y0) = (x0,−y0).
Ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû ñëîæåíèÿ òî÷åê äàí-

íûõ ÝÊ.

3. Ïðè x1 ̸= x2 � ôîðìóëû (6.7) äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè P +
Q = 2P îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè.

4. Ïðè x1 = x2 òî÷êà P +Q = 2P èìååò êîîðäèíàòû{
x3 = λ2 − a+ x1,
y3 = −y1 + λ · (x1 − x3),

λ =
ax1 − b

y1
. (6.10)

Ïðèìåð 6.15. Íàéòè ïîðÿäîê ÝÊ

y2 = x3 + 2x+ 1

íàä ïîëåì F = F3
3 = F3[t]/(t

3 + 2t+ 1).
Ðåøåíèå. Íàéä¼ì âñå òî÷êè äàííîé ÝÊ.
ßñíî, ÷òî |F | = 27. Cîñòàâèì òàáëèöó ýëåìåíòîâ ïîëÿ F ,

çàïèñàííûõ ìíîãî÷ëåíàìè îò ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà t ñ ó÷¼òîì
t3 = t− 1.
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(3,4) + (0,1) = (3,1. 

Для некоторых р > 3 задача нахождения задача нахожде- 

ния порядка ЭК над , решается достаточно просто. 

Теорема 6.13. Над полем #„ группа Е,(а,6) либо циклическая, 

либо есть прямая сумма циклических групп порядков № и №, 

причём № | М и № |р-1. 

Теорема 6.14. Если р — простое и р =з 2, то при любом 6 Е #, 

порядок группы Е›(0,5) равен р - 1, и эта группа циклическая. 

сраг А’ = 3. В этом случае уравнение (6.1) при подходящей 

замене переменных принимает вид 

у’ = 2? ал’ +щ+с ав сЕСЕ(3”). (6.9) 

Будем далее считать, что полином 13 + ах + В не имеет кратных 
корней. 

Сразу получим, что —Р = -— (20,40) = (50, —%). 

Можно получить следующие формулы сложения точек дан- 
ных ЭК. 

3. При 11 7 12 — формулы (6.7) для координат точки Р + 

О =?Р остаются справедливыми. 

4. При т! = 12 точка Р + О =2Р имеет координаты 

13 = Л№-фа+а, ах —6 
= . 6.10 

| уз = ША. (1, - 23), У (6.10) 

Пример 6.15. Найти порядок ЭК 

= 2-2 +1 

над полем Е = Е3 = Ез[ /(# + 4+1). 
Решение. Найдём все точки данной ЭК. 

Ясно, что |Ё| = 27. Составим таблицу элементов поля К, 
записанных многочленами от примитивного элемента # с учётом 
В ЕЕ 1.
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ñòåïåíü ïîëèíîì ñòåïåíü ïîëèíîì

t t t8 −t2 − 1

t2 t2 t9 t+ 1

t3 t− 1 t10 t2 + t

t4 t2 − t t11 t2 + t− 1

t5 −t2 + t− 1 t12 t2 − 1

t6 t2 + t+ 1 t13 −1
t7 t2 − t− 1 t13+k −tk, k = 1, 13

Ñ å¼ ïîìîùüþ ñîñòàâèì òàáëèöó çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà
z(x) = x3 + 2x+ 1 è âåëè÷èíû y = ±

√
z(x).

x z(x) y x z(x) y

0 1 ±1
1 1 ±1 −1 1 ±1
t 0 0 −t −1 �
t2 t3 � −t2 t14 ±t7
t3 0 0 −t3 −1 �
t4 t � −t4 t22 ±t11
t5 t22 ±t11 −t5 t3 �
t6 t9 � −t6 t16 ±t8
t7 t � −t7 t22 ±t11
t8 t14 ±t7 −t8 t3 �
t9 0 0 −t9 −1 �
t10 t9 � −t10 t16 ±t8
t11 t9 � −t11 t16 ±t8
t12 t3 � −t12 t14 ±t7

Ïåðå÷èñëèì âñå âû÷èñëåííûå 28 òî÷åê ýòîé ÝÊ:

(0,±1), (±1,±1), (t, 0), (t3, 0), (t9, 0), (−t2,±t7),
(−t4,±t11), (t5,±t11), (−t6,±t8), (−t7,±t11),

(t8,±t7), (−t10,±t8), (−t11,±t8), (−t12,±t7), O.
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степень ПОЛИНОМ степень ПОЛИНоОМ 

$ $ 18 -Р-1 

р р | +1 

83 $—1 $10 Р + 

и Р-+ рт РЕ 1 

р РЕ 1 12 Р-1 

16 Р ++ 1 $13 —1 
и +1 ИЗ+® и, Е — Т, 13 

С её помощью составим таблицу значений многочлена 

2(т) = 23 + 2х +1 и величины у = +\/2(5). 

в |242) | у | Я |242) | У 
от 
ыы то 
0 о 
О О В О ВИ ВЕ = 
во оо 
И | 2 | 
[5 {22 1 в [3 __ 

{6 в __ — 46 {16 18 

ГО Й __ И {22 1 

18 А И —48 {3 —_ 

| о оо 
0 в —_ —10 {16 8 

аи р —_ и! 6 4-8 

{12 {3 —_ {2 {4 + 

Перечислим все вычисленные 28 точек этой ЭК: 

(0,1), (+1, 1), (6,0), (8,0), (2,0), (-2, Г), 

(47, +Н'), (Ру), (-6, В), (4-Е, +"), 

(В.Е), (—#°, +8), (-#1, В), (12,47), О.
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charK = 2. Â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ (6.1) â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ a2, a3, a4, a6 èç GF (2n) ýêâèâàëåíòíà
îäíîé èç ñëåäóþùèõ ôîðì êðèâûõ:

ñóïåðñèíãóëÿðíàÿ � y2 + a3y = x3 + a4x+ a6,

íåñóïåðñèíãóëÿðíàÿ � y2 + xy = x3 + a2x
2 + a6.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íå èìååòñÿ îãðàíè÷åíèé íà êðàò-
íîñòü êîðíåé ïîëèíîìîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óêàçàííûõ óðàâíåíèé.

Îäíî èç çíà÷åíèé ñëîâà ñèíãóëÿðíîñòü � îñîáåííîñòü. Ïðè-
âåä¼ííûì òåðìèíàì îòâå÷àþò ðóññêèå ñâåðõîñîáåííàÿ è íåñâåð-
õîñîáåííàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ôîðìû ýòèõ êðèâûõ.
À. Ñóïåðñèíãóëÿðíûå êðèâûå. Äëÿ óäîáñòâà ïåðåîáîçíà-

÷èì êîýôôèöèåíòû ñóïåðñèíãóëÿðíîé êðèâîé:

y2 + ey = x3 + ax+ b.

Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

−(x0, y0) = (x0, y0 + e).

Ïðèâåä¼ì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû è óäâîåíèÿ òî÷-
êè.

3. Ïðè x1 ̸= x2 òî÷êà P +Q èìååò êîîðäèíàòû :{
x3 = λ2 + x1 + x2,
y3 = λ(x1 + x3) + y1 + e,

λ =
y2 + y1
x2 + x1

.

4. Ïðè x1 = x2 òî÷êà P +Q = 2P èìååò êîîðäèíàòû{
x3 = λ2,
y3 = λ(x1 + x3) + y1 + e,

λ =
x2
1 + a

e
.

Ïðèìåð 6.16. Íàéòè ãðóïïó òî÷åê ÝÊ E íàä GF (2), çàäàííîé
óðàâíåíèåì

y2 + y = x3 + x.

Ïðè x = 0 èìååì y = 0 è y = 1, êàê è ïðè x = 1. Â èòîãå
ïîëó÷àåì

E = { (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), O}.
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сВаг А = 2. В этом случае кривая (6.1) в зависимости от 

значений коэффициентов 42, аз, а4, ав из С Е(2") эквивалентна 

одной из следующих форм кривых: 

суперсингулярная — 3)? + азу = 13° + аах + ав, 

несуперсингулярная — 2 -+ ту = 23 + а212 + ав. 

В рассматриваемом случае не имеется ограничений на крат- 

ность корней полиномов в правых частях указанных уравнений. 

Одно из значений слова сингулярность — особенность. При- 

ведённым терминам отвечают русские сверхособенная и несвер- 

хособенная кривая соответственно. 

Рассмотрим формы этих кривых. 

А. Суперсингулярные кривые. Для удобства переобозна- 

чим коэффициенты суперсингулярной кривой: 

у? + еу = 23 +ах+6. 

Легко показывается, что 

— (50, %0) = (хо, о + ©). 

Приведём формулы для вычисления суммы и удвоения точ- 

ки. 

3. При т! = 12 точка Р - О имеет координаты : 

13 = А-а +12, _ ти 
уз = А(т1 + 13) и +е, 72+ 11. 

4. При т! = 12 точка Р + О =2Р имеет координаты 

2 А?, хоча 

уз = Ааа 13) и фе, е 

Пример 6.16. Найти группу точек ЭК Е над СЕ(2), заданной 
уравнением 2 З 

ууу =т а. 

При т = 0 имеем у = О иу = 1, как и при т = 1. В итоге 

ва { 0,0), (0,1) (1,0), (1,1), 0}.
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Ïîðÿäîê ñóïåðñèíãóëÿðíûõ ÝÊ äîñòàòî÷íî ëåãêî âû÷èñëÿ-
åòñÿ. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ e, a, b ðàç-
ëè÷àþò êëàññû ñóïåðñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ. Òàê, ïðè íå÷¼òíîì n
íàä GF (2n) èìååòñÿ 3 íåèçîìîðôíûõ òàêèõ êëàññà, à ïðè ÷¼ò-
íîì � 7 êëàññîâ.

Ãëàâíûé íåäîñòàòîê ñóïåðñèíãóëÿðíûõ ÝÊ çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî äëÿ íèõ èçâåñòíî ñâåäåíèå ECDLP ê àíàëîãè÷íîé çà-
äà÷å äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé ñ ïîâûøåíèåì ðàçìåðíîñòè ïîëÿ â
íåêîòîðóþ êîíñòàíòó, çàâèñÿùóþ îò êëàññà êðèâîé.

Á. Íåñóïåðñèíãóëÿðíûå êðèâûå. Äëÿ óäîáñòâà ïåðåîáîçíà-
÷èì êîýôôèöèåíòû íåñóïåðñèíãóëÿðíîé ÝÊ:

y2 + xy = x3 + ax2 + b.

Ïðèâåä¼ì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû
P +Q = (x3, y3) ïðè P = (x1, y1), Q = (x2, y2).

3. Ïðè x1 ̸= x2 òî÷êà P +Q èìååò êîîðäèíàòû :{
x3 = λ2 + λ+ a+ x1 + x2,
y3 = λ(x1 + x3) + y1.

λ =
y2 + y1
x2 + x1

.

4. Ïðè x1 = x2 òî÷êà P +Q = 2P èìååò êîîðäèíàòû{
x3 = λ2 + λ+ a,
y3 = x2

1 + (λ+ 1)x3,
λ = x1 +

y1
x1

.

Òàêèå ÝÊ ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé êðèïòîãðàôè÷åñêèé èíòå-
ðåñ, ïîñêîëüêó çàäà÷à ECDLP äëÿ íèõ ñóùåñòâåííî áîëåå òðóä-
íà, ÷åì äëÿ ñóïåðñèíãóëÿðíûõ ÝÊ.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè áåðóò êðèâûå âèäà

y2 + xy = x3 + x2 + γ, γ ∈ GF (2n),

ãäå ëèáî γ = 1, ëèáî γ3 = γ + 1.

6.3 Êðèïòîñèñòåìû íà ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ

Êàê ïðàâèëî, â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ â êà÷å-
ñòâå ïîëÿ âûáèðàþòñÿ GF (p) èëè GF (2n), ãäå p, n äîñòàòî÷íî
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Порядок суперсингулярных ЭК достаточно легко вычисля- 

ется. В зависимости от значений коэффициентов е, а, 6 раз- 

личают классы суперсингулярных кривых. Так, при нечётном п 

над СЕ(2”") имеется 3 неизоморфных таких класса, а при чёт- 

ном — 7 классов. 

Главный недостаток суперсингулярных ЭК заключается в 

том, что для них известно сведение ЕСОТР к аналогичной за- 

даче для конечных полей с повышением размерности поля в 

некоторую константу, зависящую от класса кривой. 

Б. Несуперсингулярные кривые. Для удобства переобозна- 

чим коэффициенты несуперсингулярной ЭК: 

У’ + ху = 23 фаз? +6. 

Приведём формулы для вычисления суммы 

Р-О = (23, уз) при Р = (2,1), @ = (25,2). 
3. При 21 = 12 точка Р - О имеет координаты : 

хз = № -+А+а-а +22, + 
Уз = А(ту + 13) ал. то + 11. 

4. При 51 = 12 точка Р + О = 2Р имеет координаты 

3 = А+Ача, ) У 

3 = м + (+1, та. 

Такие ЭК представляют большой криптографический инте- 

рес, поскольку задача ЕСОГР для них существенно более труд- 

на, чем для суперсингулярных ЭК. 

Для практической реализации берут кривые вида, 

уху = +1 +7, УЕСЕ(2”), 

где либо ^/ = 1, либо 53 = +1. 

6.3 Криптосистемы на эллиптических 

кривых 

Как правило, в криптографических приложениях в каче- 
стве поля выбираются СЁЕ(р) или С Е(2”), где р, п достаточно
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âåëèêè. Íî èññëåäîâàíèÿ âåäóòñÿ è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷-
íûõ ïîëåé GF (q), q = pn.

Çàäà÷à ECDLP. Âîîáùå çàäà÷à íàõîæäåíèÿ äèñêðåòíî-
ãî ëîãàðèôìà ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà äëÿ ëþáîé ãðóïïû G, â
òîì ÷èñëå è äëÿ ãðóïïû òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ñëåäó-
åò òîëüêî äåéñòâèÿ íàä ýëåìåíòàìè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû
çàìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå äåéñòâèÿ íàä ýëåìåíòàìè ÝÊ ñ ïî-
íèæåíèåì ñòóïåíè � ñì. ðèñ. 6.6.

Ðèñ. 6.6. ¾Ïåðåâîä¿ êðèïòîàëãîðèòìà íàä êîíå÷íûì
ïîëåì â àíàëîãè÷íûé íàä ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Òîãäà çàäà÷à ECDLP ïðèíèìàåò âèä íàõîæäåíèÿ öåëîãî
÷èñëà m èç ñîîòíîøåíèÿ

m · P = Q (6.11)

äëÿ òî÷åê P è Q ÝÊ.
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велики. Но исследования ведутся и для произвольных конеч- 
ных полей СЕ(4), а=р”. 

Задача ЕСОГР. Вообше задача нахождения дискретно- 

го логарифма может быть поставлена для любой группы С, в 

том числе и для группы точек эллиптической кривой. Следу- 

ет только действия над элементами мультипликативной группы 

заменить соответствующие действия над элементами ЭК с по- 

нижением ступени — см. рис. 6.6. 

Криптосистема над | Криптосистема на 
Термины и понятия простым конечным | эл. кривой над 

полем конечным полем 

Группа 2” Е(СЕ(р) 

точки Р(х; у) на 
Элементы группы целые [1,2,.... р-1} - 

кривой и точка О 
Е умножение по 
рупповая операция модулю р сложение точек 

элементы ий точки Ри О 

обратный элемент обратная точка 

8 =? 
Обозначения в вычитание точек 

деление 2.й Р-О 

возведение в скалярное 

степень 2“ умножение тР 
#. а $7," Ре Е(СЕ(р); 

дискретного я О-тР: 
логарифмирования й=а (тоар); ль 

найти а наити 

Рис. 6.6. «Перевод» криптоалгоритма над конечным 

полем в аналогичный над эллиптической кривой 

Тогда задача ЕСОГР принимает вид нахождения целого 

числа т из соотношения 

т.Р= о (6.11) 

для точек Ри О ЭК.
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Èñïîëüçîâàíèå ãðóïïû òî÷åê ÝÊ ïðè ïîñòðîåíèè êðèïòî-
ñèñòåì ïîçâîëèëî óìåíüøèòü ïàðàìåòðû êðèïòîñèñòåì ïðè ñî-
õðàíåíèè èõ ñòîéêîñòè.

Êðèïòîëîãè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì íà ÝÊ îñíîâàíà íà
ñëîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ áîëüøîãî m èç ðàâåíñòâà (6.11) ïðè çà-
äàííûõ èçâåñòíûõ Q è P . Ýòà ñëîæíîñòü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî
ñëîæåíèå òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïðèâîäèò ê íîâîé òî÷-
êå, ìåñòîïîëîæåíèå êîòîðîé íå èìååò î÷åâèäíîãî îòíîøåíèÿ ê
ðàñïîëîæåíèþ èñõîäíûõ, à èòåðàöèÿ ýòîãî ïðîöåññà äàåò òî÷êó
mP , êîòîðàÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ãäå óãîäíî íà ÝÊ.

Ïðèâåä¼ì àíàëîãèþ ñ òî÷êàìè îêðóæíîñòè. Åñëè óêàçàíà
íåêîòîðàÿ òî÷êà P íà îêðóæíîñòè, òî äîáàâëåíèå, íàïðèìåð,
67,89◦ ê å¼ óãëó ïðèâîäèò ê òî÷êå, ïîëîæåíèå êîòîðîé ìîæ-
íî ïðèáëèçèòåëüíî óêàçàòü. Îäíàêî (åñëè íå çíàòü î ïåðèîäå
360◦), äîáàâëåíèå 1001 ·67,89◦ äà¼ò òî÷êó, ìåñòîïîëîæåíèå êîòî-
ðîé àïðèîðè íåâîçìîæíî ïðåäóãàäàòü äàæå ïðèìåðíî. Ñëåäîâà-
òåëüíî èíâåðòèðîâàíèå ïðîöåññà óìíîæåíèè òî÷êè íà ÷èñëî �
îïðåäåëåíèå m èç ðàâåíñòâà (6.11) � ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí
òîëüêî ïðÿìûì ïåðåáîðîì âñåõ âîçìîæíûõ m, òî åñòü âû÷èñ-
ëèòåëüíî íåîñóùåñòâèìî ïðè áîëüøîì m.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè mP èñïîëüçóåòñÿ àíàëîã àë-
ãîðèòìà áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ñ èñïîëüçîâàíèåì äâî-
è÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîýôôèöèåíòàm è ôîðìóë óäâîåíèÿ òî÷-
êè.

Øèôðîñèñòåìà Ýëü-Ãàìàëÿ íà ýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ íàä êîíå÷íûì ïîëåì GF (q) îñíîâàíà íà
òðóäíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ECDL. Îíà àíàëîãè÷íà øèôðñèñòå-
ìå Ýëü-Ãàìàëÿ íà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå êîíå÷íîãî ïîëÿ.

Ïîñêîëüêó àääèòèâíàÿ ãðóïïà òî÷åê ÝÊ öèêëè÷åñêîé ìî-
æåò è íå áûòü, ðàçðàáîò÷èêó íåîáõîäèìî âûáðàòü íà íåé öèê-
ëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàçìåðà.

Íà ïðàêòèêå äëÿ êðèïòîñòîéêîñòè âåëè÷èíà q çàäàåòñÿ áè-
íàðíûì ÷èñëîì ñ 1024 è áîëåå áèò.

Ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà m ïî òî÷êå m · P íà ãðóïïå
òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñëîæíåå çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãà-
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Использование группы точек ЭК при построении крипто- 

систем позволило уменьшить параметры криптосистем при со- 

хранении их стойкости. 

Криптологическая устойчивость систем на ЭК основана на 

сложности определения большого т из равенства (6.11) при за- 

данных известных С) и Р. Эта сложность связана, с тем, что 

сложение точек на эллиптической кривой приводит к новой точ- 

ке, местоположение которой не имеет очевидного отношения к 

расположению исходных, а итерация этого процесса дает точку 

тР, которая может оказаться где угодно на ЭК. 

Приведём аналогию с точками окружности. Если указана, 

некоторая точка Р на окружности, то добавление, например, 

67,89° к её углу приводит к точке, положение которой мож- 

но приблизительно указать. Однако (если не знать о периоде 

360°), добавление 1001.67,89° даёт точку, местоположение кото- 

рой априори невозможно предугадать даже примерно. Следова- 

тельно инвертирование процесса умножении точки на число — 

определение т из равенства (6.11) — может быть осуществлен 

только прямым перебором всех возможных т, то есть вычис- 

лительно неосуществимо при большом 7%. 

Отметим, что при вычислении тР используется аналог ал- 

горитма быстрого возведения в степень с использованием дво- 

ичного представления коэффициента т и формул удвоения точ- 

КИ. 

Шифросистема Эль-Гамаля на эллиптических 
кривых над конечным полем СР(4) основана на 
трудности решения задачи ЕСПОТ.. Она аналогична шифрсисте- 

ме Эль-Гамаля на мультипликативной группе конечного поля. 

Поскольку аддитивная группа, точек ЭК циклической мо- 

жет и не быть, разработчику необходимо выбрать на ней цик- 

лическую подгруппу достаточно большого размера. 

На практике для криптостойкости величина 4 задается би- 

нарным числом с 1024 и более бит. 

Проблема вычисления числа т по точке т : Р на группе 

точек эллиптической кривой сложнее задачи дискретного лога-
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ðèôìèðîâàíèÿ, è ïîòîìó äëÿ êðèïòîñòîéêîñòè ÷èñëî ýòî ïîðÿ-
äîê ãðóïïû G ìîæíî áðàòü ìåíüøå.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ðàáîòû ñèñòåìû EC-ElGamal.
Äîìåííûå (ñèñòåìíûå) ïàðàìåòðû � âûáèðàþòñÿ è âû÷èñ-

ëÿþòñÿ îðãàíèçàòîðîì øèôðñèñòåìû. Åìó íåîáõîäèìî:

1) îïèñàòü êîíå÷íîå ïîëå F , îáû÷íî îíî ïðîñòîå;

2) çàäàòü óðàâíåíèå ÝÊ E íàä ïîëåì F , íàéòè ïîðÿäîê
#(F ) ãðóïïû òî÷åê êðèâîé E;

3) íàéòè â E öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó G áîëüøîãî ïîðÿäêà
N ,

#(F ) = N × k, (k � êîôàêòîð),

è å¼ ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò P .

Ñèñòåìíûå ïàðàìåòðû (E,N, P ) îòêðûòî ïåðåäàþòñÿ âñåì
àáîíåíòàì, çàèíòåðåñîâàííûì â êîíôèäåíöèàëüíîé ïåðåïèñêå.

Âû÷èñëåíèå êëþ÷åé. Àáîíåíò B äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìà-
öèè îò àáîíåíòà A äîëæåí âûïîëíèòü ñëåäóþùåå.

1. Âûáðàòü ñâîé ñåêðåòíûé êëþ÷

k
$←− [ 1, N − 1 ] = Z∗

N .

2. Âû÷èñëèòü ñâîé îòêðûòûé êëþ÷ Y = k · P .

Îòêðûòûé êëþ÷ Y àáîíåíò B ïåðåäà¼ò A (è âñåì çàèíòåðå-
ñîâàííûì ëèöàì).

Øèôðîâàíèå. Àáîíåíò A ñîñòàâëÿåò òåêñò t, çàøèôðîâûâà-
åò åãî, ïîëüçóÿñü îòêðûòûì êëþ÷îì àáîíåíòà B, è îòïðàâëÿåò
øèôðòåêñò àäðåñàòó B, âûïîëíÿÿ ñëåäóþùåå.

1. Ïîëó÷àåò îòêðûòûé êëþ÷ Y îò àáîíåíòà B.

2. Ïðåäñòàâëÿåò ñâîé òåêñò t íàòóðàëüíûì ÷èñëîì m ∈
[ 1, N − 1 ].

3. Âêëàäûâàåò ñîîáùåíèå m â òî÷êóM ýëëèïòè÷åñêîé êðè-
âîé E.

4. Âûáèðàåò îäíîðàçîâûé ñëó÷àéíûé ñåàíñîâûé êëþ÷

r
$←− [ 1, N − 1 ].
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рифмирования, и потому для криптостойкости число это поря- 

док группы С можно брать меньше. 

Рассмотрим алгоритм работы системы ЕС-ЕСата|. 

Доменные (системные) параметры — выбираются и вычис- 

ляются организатором шифрсистемы. Ему необходимо: 

1) описать конечное поле РЁ’, обычно оно простое; 

2) задать уравнение ЭК Е над полем Г, найти порядок 

#(Р) группы точек кривой Е; 

3) найти в Е циклическую подгруппу С’ большого порядка 

} 

#(Р) = Мхк, (К кофактор), 

и её порождающий элемент Р. 

Системные параметры (ЕЁ, №, Р) открыто передаются всем 

абонентам, заинтересованным в конфиденциальной переписке. 

Вычисление ключей. Абонент В для получения информа- 

ции от абонента А должен выполнить следующее. 

1. Выбрать свой секретный ключ 

к МТ] = 2%. 

2. Вычислить свой открытый ключ У =Ё-Р. 

Открытый ключ У абонент В передаёт А (и всем заинтере- 

сованным лицам). 

Шифрование. Абонент А составляет текст & зашифровыва- 

ет его, пользуясь открытым ключом абонента В, и отправляет 

шифртекст адресату В, выполняя следующее. 

Получает открытый ключ У от абонента В. 

2. Представляет свой текст & натуральным числом т Е 

1 М-1). 

3. Вкладывает сообщение т в точку М эллиптической кри- 

вой В. 

4. Выбирает одноразовый случайный сеансовый ключ 
$ 
В М-т].
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5. Âû÷èñëÿåò

d = r · Y,
g = r · P,
h =M + d.

Øèôðòåêñò c = (g, h) îòïðàâëÿåòñÿ àáîíåíòó B.

Ðàñøèôðîâàíèå. Àäðåñàò B ðàñøèôðîâûâàåò êðèïòîãðàì-
ìó c = (g, h), ïîëüçóÿñü ñâîèì ñåêðåòíûì êëþ÷îì k. Äëÿ ýòîãî
îí äîëæåí âûïîëíèòü ñëåäóþùåå.

1. Âû÷èñëèòü s = k · g = k · r · P .
2. Âû÷èñëèòü s1 = −s.
3. Âû÷èñëèòü M = s1 + h.

4. Èçâëå÷ü ñîîáùåíèå m èç M .

5. Ïî ÷èñëó m ïîëó÷èòü èñõîäíûé òåêñò t.

Îáîñíîâàíèå ñïðàâåäëèâîñòè àëãîðèòìà ðàñøèôðîâàíèÿ:

s1 + h = −s+M + d = −k · g +M + r · Y =

= −k · r · P +M + r · k · P = M.

Ïðèìåð 6.17. Ïóñòü Àëèñå íåîáõîäèìî ïåðåäàòü Áîáó íåêîòîðîå
ñåêðåòíîå ñîîáùåíèå t. Äëÿ ýòîãî îíà îðãàíèçóåò øèôðñèñòåìó
Ýëü-Ãàìàëÿ íà ãðóïïå òî÷åê ÝÊ.

Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû è ïåðåäà÷à ñîîáùåíèÿ ïðîõîäèò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Àëèñà çàäà¼ò ñèñòåìíûå ïàðàìåòðû.

1. F åñòü ïðîñòîå ïîëå Ãàëóà GF (2971).

2. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E íàä F îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíè-
åì

y2 = x3 + 1965x.

Ïîðÿäîê (÷èñëî òî÷åê) êðèâîé E åñòü #(F ) = 2 972.
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5. Вычисляет 

4 =т-У, 

=т.Р, 

й =М +4. 

ПТифртекст с = (9, №) отправляется абоненту В. 

Расшифрование. Адресат В расшифровывает криптограм- 

му с = (9,1), пользуясь своим секретным ключом К. Для этого 

он должен выполнить следующее. 

Вычислить $ =К-9=к-т-Р. 

Вычислить $1 = —8. 

Вычислить М = 8 -+ А. 

Извлечь сообшение т из М. 

я
н
 

По числу т получить исходный текст $. 

Обоснование справедливости алгоритма расшифрования: 

яр = 5+ М+а = —:9-+М+!-У = 

= —К-т. Р+М+т-К-.Р = М. 

Пример 6.17. Пусть Алисе необходимо передать Бобу некоторое 

секретное сообщение $. Для этого она, организует шифрсистему 

Эль-Гамаля на группе точек ЭК. 

Построение системы и передача сообщения проходит следу- 

ющим образом. 

Алиса задаёт системные параметры. 

1. Р есть простое поле Галуа СЕ(2971). 

2. Эллиптическая кривая Ё над РЁ определяется уравнени- 

ем 

у? = 43 + 19655. 

Порядок (число точек) кривой Е есть #(ЁР) = 2972.
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3. Ïîðÿäîê ïîäãðóïïû íåêîòîðîé ãðóïïû åñòü äåëèòåëü ïî-
ðÿäêà ãðóïïû.

Ñîáñòâåííûå äåëèòåëè 2 972 ñóòü 2, 4, 743, 1 486.

Íà E âûáèðàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà G íàáîëüøåãî
ïîðÿäêà N = 1486 (êîôàêòîð k = 2) è îïðåäåëÿåòñÿ å¼
ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò P = (8, 2123).

Ñèñòåìíûå ïàðàìåòðû � îòêðûòûé êëþ÷ � íàáîð (E,N, P ).
Äàëåå âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî mod N è ôîðìóëàì

(6.4) è (6.7) äëÿ ÝÊ íàä ñ õàðàêòåðèñòèêîé > 3.

Áîá âû÷èñëÿåò êëþ÷è, äëÿ ÷åãî �

1. Âûáèðàåò íàòóðàëüíîå k = 1391 ∈ Z∗
N � ñâîé ñåêðåòíûé

êëþ÷.

2. Âû÷èñëÿåò ñâîé îòêðûòûé êëþ÷:

Y = k · P = 1391 · (8, 2123) = (589, 1045).

Îòêðûòûé êëþ÷ Y Áîáà ïóáëèêóåòñÿ.

Àëèñà ïðîâîäèò çàøèôðîâàíèå ñâîåãî ñåêðåòíîãî òåêñòà

t = FA, ïîëüçóÿñü îòêðûòûì êëþ÷îì Áîáà. Êîíêðåòíî, Àëèñå
íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùåå.

1. Ïîëó÷èòü îò Áîáà åãî îòêðûòûé êëþ÷ Y .

2. Ïðåäñòàâèòü ñâîé òåêñò t = FA â 27-ðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñ-
ëåíèÿ:

m = 6︸︷︷︸
êîä F

·27 + 1︸︷︷︸
êîä A

= 163.

3. Âëîæèòü ñîîáùåíèå m â òî÷êó M ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
E.

Òî÷êà ñ àáñöèññîém â ïîäãðóïïå G âûáðàííîé ÝÊ ìîæåò
íå ñóùåñòâîâàòü. Ïðèïèøåì ê m òàêóþ öèôðó δ, ÷òîáû
äëÿ àáöèññû mδ óêàçàííàÿ òî÷êà ñóùåñòâîâàëà.

Âîçìîæíî, ïîòðåáóåòñÿ ïðèïèñàòü íåñêîëüêî öèôð. Èí-
ôîðìàöèÿ î ÷èñëå ïðèïèñàííûõ öèôð ñòàíîâèòñÿ ñèñòåì-
íûì ïàðàìåòðîì.

Â íàøåì ïðèìåðå íàéäåì, ÷òî ê m äîñòàòî÷íî ïðèïèñàòü
öèôðó δ = 4, è òîãäà òî÷êà
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3. Порядок подгруппы некоторой группы есть делитель по- 

рядка группы. 

Собственные делители 2972 суть 2, 4, 743, 1 486. 

На Е выбирается циклическая подгруппа С набольшего 

порядка М = 1486 (кофактор К = 2) и определяется её 
порождающий элемент Р = (8, 2123). 

Системные параметры — открытый ключ — набор (Е, №, Р). 

Далее все вычисления проводятся по шоа № и формулам 

(6.4) и (6.7) для ЭК над с характеристикой > 3. 

Боб вычисляет ключи, для чего — 

1. Выбирает натуральное К = 1391 Е #\, — свой секретный 

ключ. 

2. Вычисляет свой открытый ключ: 

У =Ё.Р = 1391. (8,2123) = (589, 1045). 

Открытый ключ У Боба публикуется. 

Алиса проводит зашифрование своего секретного текста 

+ = РКА, пользуясь открытым ключом Боба. Конкретно, Алисе 

необходимо выполнить следующее. 

1. Получить от Боба его открытый ключ У. 

2. Представить свой текст { = ГА в 27-ричной системе счис- 

ления: 

т = бб 27+ 1 = 163. 
—— —— 

код Е код А 

3. Вложить сообщение т в точку М эллиптической кривой 

Е. 

Точка с абсциссой т в подгруппе С выбранной ЭК может 

не существовать. Припишем к т такую цифру д, чтобы 

для абциссы тд указанная точка существовала. 

Возможно, потребуется приписать несколько цифр. Ин- 

формация о числе приписанных цифр становится систем- 

ным параметром. 

В нашем примере найдем, что к т достаточно приписать 

цифру д = 4, и тогда точка,



212 ÏÀ III ïîòîê. Ãëàâà 6. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèïòîãðàôèÿ

M = (1634, 2494)

ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå G âûáðàííîé ÝÊ.

4. Âûáðàòü ñëó÷àéíûé ñåàíñîâûé êëþ÷
r ∈ [ 1, N − 1 ]; ïóñòü âûáðàíî r = 1325.

5. Âû÷èñëèòü

d = r · Y = 1325 · (589, 1045) = (2047, 1793),

g = r · P = 1325 · (8, 2123) = (192, 742),

h =M + d = (1634, 2494) + (2047, 1793) =

= (351, 33).

Øèôðòåêñò c = (g, h) îòïðàâëÿåòñÿ Áîáó.

Áîá ïðîâîäèò ðàñøèôðîâàíèå ïîëó÷åííîé êðèïòîãðàììû
c ñ ïîìîùüþ ñâîåãî ñåêðåòíîãî êëþ÷à k, âûïîëíÿÿ ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ.

1. Âû÷èñëåíèå

s = k · g = 1391 · (192, 742) = (2047, 1793).

2. Âû÷èñëåíèå

s1 = −s = −(2047, 1793) = (2047,−1793) =

= (2047, 1179).

3. Âû÷èñëåíèå

M = s1 + h = (2047, 1179) + (351, 33) =

= (1634, 2494).

4. Èçâëå÷åíèå ñîîáùåíèå èç M (óäàëÿÿ èç àáöèññû ïîñëåä-
íþþ öèôðó 4); ïîëó÷åíî m = 163.

5. Ïîëó÷åíèå ïî ÷èñëóm = 16310 = 6, 127 ñîîáùåíèÿ t = FA.
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М = (1634, 2494) 

принадлежит подгруппе С выбранной ЭК. 

4. Выбрать случайный сеансовый ключ 

пЕ[1, М-1]; пусть выбрано 7 = 1325. 

5. Вычислить 

4 =т.У = 13725. (589, 1045) = (2047, 1793), 

=г.Р = 1325. (8,2123) = (192, 742), 

й =М +а = (1634, 2494) + (2047, 1793) = 

= (351, 33). 

Шифртекст с = (9,№) отправляется Бобу. 

Боб проводит расшифрование полученной криптограммы 

с с помощью своего секретного ключа А, выполняя следующие 

действия. 

1. Вычисление 

8 ЕК. 0 = 1391. (192,742) = (2047, 1793). 

2. Вычисление 

51 = -8 = -— (2047, 1793) = (2047, —1793) = 
= (2047, 1179). 

3. Вычисление 

М = “+1 = (2047, 1179) + (351,33) = 
= (1634, 2494). 

4. Извлечение сообщение из М (удаляя из абциссы послед- 

нюю цифру 4); получено т = 163. 

5. Получение по числу т = 16310 = 6, 157 сообщения # = КА.
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Ãëàâà 7

Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ

1.1. Âûÿñíèòü, îáðàçóþò ëè ãðóïïû ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ïðè
óêàçàííîé îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàìè:

1) öåëûå ÷èñëà, êðàòíûå äàííîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n,
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ?

2) íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ?
3) íå÷åòíûå öåëûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ?
4) íåöåëûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî âû÷èòàíèÿ?
5) ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ?
6) ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò íóëÿ, îòíîñèòåëüíî

óìíîæåíèÿ?
7) ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî óìíî-

æåíèÿ?
8) ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî äåëå-

íèÿ?
9) êîðíè n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû (êàê äåéñòâèòåëüíûå, òàê

è êîìïëåêñíûå) îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ?
10) ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè îò-

íîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ?
11) íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ äåéñòâèòåëüíûìè

ýëåìåíòàìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ?
12) ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë 1, 2, . . . , n îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè

ïåðåñòàíîâîê?
13) ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà M , òî åñòü âçàèìíî-

îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà íà ñåáÿ,
îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé?

14) ýëåìåíòû n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn îòíî-
ñèòåëüíî ñëîæåíèÿ?
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Глава 7 

Вопросы и задачи 

1. Группы, кольца, поля 

1.1. Выяснить, образуют ли группы следующие множества при 

указанной операции над элементами: 

целые числа, кратные данному натуральному числу п, 

относительно сложения? 

неотрицательные целые числа относительно сложения? 

нечетные целые числа относительно сложения? 

нецелые числа относительно вычитания? 

рациональные числа относительно умножения? 

рациональные числа, отличные от нуля, относительно 

умножения? 

положительные рациональные числа относительно умно- 

жения? 

положительные рациональные числа относительно деле- 

ния? 

корни п-й степени из единицы (как действительные, так 

и комплексные) относительно умножения? 

матрицы порядка п с действительными элементами от- 

носительно умножения? 

невырожденные матрицы порядка п с действительными 

элементами относительно умножения? 

перестановки чисел 1, 2,..., п относительно композиции 

перестановок? 

преобразования множества ЛМ, то есть взаимно- 

однозначные отображения этого множества на себя, 

относительно композиции отображений? 

элементы п-мерного векторного пространства ВЛ отно- 

сительно сложения?
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15) ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R3

îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè äâèæåíèé?

16) ïîâîðîòû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn âîêðóã ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó O îòíîñèòåëüíî êîìïî-
çèöèè äâèæåíèé?

Ðåøåíèå. (1) Äà, (2) íåò (ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà), (3)
íåò (óñòîé÷èâîñòè), (4) íåò (íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà 0, çàìêíó-
òîñòè: 1/2− 1/2 = 0, àññîöèàòèâíîñòè), (5) íåò (îáðàòíîãî ó 0),
(6) äà, (7) äà, (8) íåò (àññîöèàòèâíîñòè), (9) äà, (10) íåò (îáðàò-
íûõ ó âñåõ), (11)�(16) äà.

1.2. Íàéòè âñå ïîäãðóïïû è ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû öèêëè÷åñ-
êîé ãðóïïû ïîðÿäêà 24.

Ðåøåíèå. Ëþáàÿ öèêëè÷åñêàÿ 24-ýëåìåíòíàÿ ãðóïïà èçî-
ìîðôíà Z24 = ⟨ { 0, 1, . . . , 23 }, +, 0 ⟩.

1. Âñå ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû � öèêëè÷åñêèå. Ïî-
ðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè ïîäãðóïï Z24 áóäóò äåëèòåëè m ïî-
ðÿäêà ãðóïïû 24: òî åñòü m = 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 ≡ 0.
Ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäãðóïïû � 24/m.

m = 1 : { 1, 2, . . . , 23, 0 } = ⟨1⟩ ∼= Z24;

m = 2 : { 2, 4, 6, . . . , 22, 0 } = ⟨2⟩ ∼= Z12;

m = 3 : { 3, 6, 9, . . . , 21, 0 } = ⟨3⟩ ∼= Z8;

m = 4 : { 4, 8, 12, . . . , 20, 0 } = ⟨4⟩ ∼= Z6;

m = 6 : { 6, 12, 18, 0 } = ⟨6⟩ ∼= Z4;

m = 8 : { 8, 16, 0 } = ⟨8⟩ ∼= Z3;

m = 12 : { 12, 0 } = ⟨12⟩ ∼= Z2;

m = 24 : { 0 } = ⟨0⟩ ∼= E � åäèíè÷íàÿ.

2. Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà Z24 èìååò φ(24) = φ(23 · 3) = 22 ·
φ(2) · φ(3) = 4 · 1 · 2 = 8 ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ. Îíè âçàèìíî
ïðîñòû ñ 24 è ñóòü 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23.
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15) параллельные переносы трехмерного пространства В3 

относительно композиции движений? 

16) повороты трехмерного пространства В” вокруг прямых, 

проходящих через данную точку О относительно компо- 

зиции движений? 

Решение. (1) Да, (2) нет (противоположного элемента), (3) 
нет (устойчивости), (4) нет (нейтрального элемента 0, замкну- 
тости: 1/2 — 1/2 = 0, ассоциативности), (5) нет (обратного у 0), 
(6) да, (7) да, (8) нет (ассоциативности), (9) да, (10) нет (обрат- 
ных у всех), (11)-(16) да 

1.2. Найти все подгруппы и порождающие элементы цикличес- 

кой группы порядка 24. 

Решение. Любая циклическая 24-элементная группа изо- 

морфна, 24 = (40,1,..., 23}, +, 0). 

1. Все подгруппы циклической группы — циклические. По- 

рождающими элементами подгрупп #24 будут делители т по- 

рядка группы 24: то есть т = 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 = 0. 

Порядок соответствующей подгруппы — 24/т. 

т=1:{1,2,..., 23, 0} = (1) Я 2.4; 

т=2:{2,4,6,..., 22,0} = (2) = 2,5; 

т =3 : { 3, 6, 9,..., 21,0} = (3) 

т =4:{4, 8, 12,..., 20,0} = (4) © #25; 

т =б : {6, 12, 18,0} = (6) = 42.; 

т =8 : { 8, 16, 0} = (8) 

т = 12 :{12,0} = (12) = #.; 

т = 24 :{0} = (0) = Е единичная. 

2. Циклическая группа 24 имеет $ф(24) = (23.3) = 22. 
(2). (3) =4.1.2 = 8 порождающих элементов. Они взаимно 
просты с 24 и суть 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23.
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1.3. Âû÷èñëèòå ôóíêöèþ Ýéëåðà äëÿ:

à) n = 375; á) n = 720; â) n = 988.

Ðåøåíèå.
à) φ(375) = φ(3 · 53) = 2 · 52 · φ(5) = 2 · 25 · 4 = 200.
á) φ(720) = φ(24 · 32 · 5) = (23 · 1) · (3 · 2) · 4 = 192.
â) φ(988) = φ(22 · 13 · 19) = (2 · 1) · 12 · 18 = 432.

1.4. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè n = pα1
1 ·. . .·p

αk
k � ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå

n, òî

φ(n) = n ·
(
1− 1

p1

)
· . . . ·

(
1− 1

pk

)
.

Ðåøåíèå. φ(n) = φ (pα1
1 ) · . . . · (pαk

k ) =

= pα1−1
1 φ(p1) · . . . · pαk−1

k φ(pk) =

= pα1−1
1 · . . . · pαk−1

k φ(p1) · . . . · φ(pk) =

=
n

p1 · . . . · pk
· (p1 − 1) · . . . · (pk − 1) =

= n · (1− 1/p1) · . . . · (1− 1/pk) .

1.5. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ êîëü-
öàìè, à êàêèå ïîëÿìè îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé íà
íèõ.

1. Êâàäðàòíûå ìàòðèöû äàííîãî ïîðÿäêà ñ äåéñòâèòåëü-
íûìè ýëåìåíòàìè îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
ìàòðèö?

2. Ìíîãî÷ëåíû îäíîãî íåèçâåñòíîãî ñ öåëûìè êîýôôèöè-
åíòàìè îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óì-
íîæåíèÿ?

3. Ìíîãî÷ëåíû îäíîãî íåèçâåñòíîãî ñ äåéñòâèòåëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé?

Ðåøåíèå. Âñå � êîëüöà: (1) îáðàòíîé ìàòðèöû ìîæåò íå
áûòü; (2), (3) ìíîãî÷ëåíû a0 + a1x + a2x

2 + . . . + anx
n â ñëó÷àå

a0 = 0 íåîáðàòèìû).
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1.3. Вычислите функцию Эйлера для: 

а) п = 375; б)п= 720; в)п= 988. 

Решение. 

а) ф(375) = ф(3. 53) =2.52.ф(5) =2.25.4= 200. 
6) Ф(720) = ф(2*. 32.5) = (23.1. (3.2) .4 = 192. 
в) 2(988) = Ф(2?.13. 19) = (2.1).12. 18 = 432. 

1.4. Показать, что если п = р1".....рь“ — примарное разложение 

1 1 
ф(п) =п (1-5): (1-5) 

Решение. (п) = ф(р1')....: (р) = 

= р (ри)... ‘(фь) = 

="... 06 Фр)... Ф(вь) = 

= и‘... 4-1 = 

=т. (1 1/р1) -...: (1 -= 1/рь). 

1.5. Выяснить, какие из следующих множеств являются коль- 

цами, а какие полями относительно естественных операций на 

НИХ. 

1. Квадратные матрицы данного порядка с действитель- 

ными элементами относительно сложения и умножения 

матриц? 

2. Многочлены одного неизвестного с пелыми коэффици- 

ентами относительно обычных операций сложения и ум- 

ножения? 

3. Многочлены одного неизвестного с действительными ко- 

эффициентами относительно обычных операций? 

Решение. Все — кольца: (1) обратной матрицы может не 
быть; (2), (3) многочлены ао + а1х + а21? +... + ал” в случае 
ао = 0 необратимы).
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1.6. ßâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå f : Z → 2Z, f(x) = 2x ãîìîìîð-
ôèçìîì êîëåö?

Ðåøåíèå. Íåò! Õîòÿ f(x+ y) = 2(x+ y) = 2x+ 2y = f(x) +
f(y), íî f(xy) = 2xy ̸= (2x) · (2y) = f(x) · f(y).

1.7. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ êîîðäèíàòíîãî ïðîñò-
ðàíñòâà ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ êîëüöîì.

ßâëÿåòñÿ ëè îíî àññîöèàòèâíûì? êîììóòàòèâíûì?
Ðåøåíèå. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ V ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð

0 è ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, àáåëåâîé ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ, à îïå-
ðàöèÿ × âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ ñâÿçàíà ñî ñëîæåíèåì äèñòðè-
áóòèâíûìè çàêîíàìè

x× (y + z) = x× y + x× z,

(y + z)× x = y × x+ z × x.

Êîëüöî ⟨V, +, ×, 0 ⟩ íåêîììóòàòèâíî: x × y ̸= y × x è
íåàññîöèàòèâíî: x× (y × z) ̸= (x× y)× z.

Îäíàêî â ðàññìàòðèâàåìîì êîëüöå âûïîëíÿþòñÿ òîæäå-
ñòâà, çàìåíÿþùèå, â íåêîòîðîì ñìûñëå êîììóòàòèâíîñòü è àñ-
ñîöèàòèâíîñòü:

x× y = −y × x (àíòèêîììóòàòèâíîñòü),

(x× y)× z + (y × z)× x+

+(z × x)× y = 0 (òîæäåñòâî ßêîáè).

1.8. Óêàçàòü êëàññû âû÷åòîâ êîëüöà Z6 ïî èäåàëó (3).
Ðåøåíèå. Â êîëüöå Z6 êëàññû âû÷åòîâ ïî èäåàëó (3) = {0, 3}

ñóòü

0 + (3) = 3 + (3) = (0, 3),

1 + (3) = 4 + (3) = (1, 4),

2 + (3) = 5 + (3) = (2, 5).

1.9. ßâëÿåòñÿ ëè ïîëå Z2 ïîäïîëåì ïîëÿ Z5?
Ðåøåíèå. Íåò! Â Z2 : 1 + 1 = 0, à â Z5 : 1 + 1 = 2, òî åñòü

îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ â Z5 íåóñòîé÷èâà ïðè ïåðåõîäå ê ñâîåìó
ïîäìíîæåñòâó { 0, 1 }.

216 Вопросы и задачи 

1.6. Является ли отображение ] : Я -> 2, }(1) = 25 гомомор- 

физмом колец? 

Решение. Нет! Хотя }(х + у) = 2(% + у) = ж-2у = (т) + 

(у), но Л(ту) = 2жу 7 (22) - (29) = /(=). (у). 

1.7. Показать, что множество векторов координатного прост- 

ранства с операциями сложения и векторного умножения явля- 

ется кольцом. 

Является ли оно ассоциативным? коммутативным? 

Решение. Множество векторов У содержит нулевой вектор 

О и является, очевидно, абелевой группой по сложению, а опе- 

рация х векторного умножения связана со сложением дистри- 

бутивными законами 

хх (у+2) =хху+жх>, 

(у+=) хх=ухж+аха. 

Кольцо (У, +, х, 0) некоммутативно: хху # уххи 

неассоциативно: жх (уха) = (ху) ха. 
Однако в рассматриваемом кольце выполняются тожде- 

ства, заменяющие, в некотором смысле коммутативность и ас- 
социативность: 

хху = -ухх (антикоммутативность), 

(жхуха-+ (уха) хж+ 

+ (# хж) ху = 0 (тождество Якоби). 

1.8. Указать классы вычетов кольца 6 по идеалу (3). 

Решение. В кольце 2 классы вычетов по идеалу (3) = {0,3} 

суть 

0- (3) = 3+ (3) = (0,3), 

1+ (3) = 4+ (3) = (1,4), 

2+ (3) = 5+ (3) = (2,5). 

1.9. Является ли поле 22 подполем поля 5? 

Решение. Нет! В 25 :1+1= 0, ав 25 : 1-1 = 2, то есть 

операция сложения в 5 неустойчива при переходе к своему 

подмножеству { 0,1 }.
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2. Êîíå÷íûå êîëüöà è ïîëÿ

2.1. Ïîñòðîèòü âñå èçîìîðôèçìû ìåæäó ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïîé ïîëÿ F7 è àääèòèâíîé ãðóïïîé Z6.

Ðåøåíèå. Èìååì F∗
7 = { 1, 2, . . . , 6 } è Z6 = { 0, 1, . . . , 5}.

Ýòè ãðóïïû � öèêëè÷åñêèå, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå ìåæäó ëþ-
áûìè ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè ýòèõ ãðóïï ñ åñòåñòâåííûì
ïðîäîëæåíèåì íà îñòàëüíûå ýëåìåíòû, çàäàñò èñêîìûé èçîìîð-
ôèçì.

Ãðóïïû èìåþò ïî φ(6) = 2 ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ. Íàé-
ä¼ì èõ.

Â Z6 ýòî ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòûå ñ 6 èç èíòåðâàëà [1, 5], òî
åñòü 1 è 5.

Ïîêàæåì, ÷òî, íàïðèìåð, g1 = 3 � îäèí èç ïîðîæäàþùèé
ýëåìåíòîâ ãðóïïû F∗

7:
k 0 1 2 3 4 5 6 7 . . .

3k (mod 7) 1 3 2 6 4 5 1 3 . . .

Âòîðîé ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò g2 ìîæåò áûòü íàéäåí êàê
3k, ãäå k âçàèìíî ïðîñòî ñ p− 1 = 6 (ñì. ñ. 37). ßñíî, ÷òî k = 5,
è ïîýòîìó g2 = 35 = 5.

2.2. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà âû÷èñëèòå ÍÎÄ (a, b)

a) a = 589, b = 43; b) a = 6188, b = 4709;

c) a = 12606, b = 6494; d) a = 20989, b = 2573.

Ðåøåíèå. Îòâåò: a) 1, b) 17, c) 382, d) 1.

2.3. Íàéòè

à) 3−1 (mod 5); á) 9−1 (mod 14);

â) 1−1 (mod 118); ã) 3 · 4−1 (mod 7);

ä) (−3)−1 (mod 7); å) 6−2 (mod 11);

æ) 3−3 (mod 8).

Ðåøåíèå. Âû÷èñëÿòü x−1 â êîëüöàõ Zn ìîæíî èñïîëüçóÿ
ñîîòíîøåíèå Áåçó (ïîäáîðîì êîýôôèöèåíòîâ èëè îáîáù¼ííûì
àëãîðèòìîì Åâêëèäà). Â íåêîòîðûõ î÷åâèäíûõ ñëó÷àÿõ (íàïð.
â ïóíêòå â) ) ìîæíî îáîéòèñü áåç âû÷èñëåíèé.
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2. Конечные кольца и поля 

2.1. Построить все изоморфизмы между мультипликативной 
группой поля Е7 и аддитивной группой 6. 

Решение. Имеем Е* = {1,2,..., б}и 2% = {0,1...., 5}. 

Эти группы — циклические, поэтому отображение между лю- 
быми порождающими элементами этих групп с естественным 
продолжением на остальные элементы, задаст искомый изомор- 
физм. 

Группы имеют по ф(6) = 2 порождающих элементов. Най- 
дём их. 

В #6 это числа взаимно простые с 6 из интервала [1,5], то 
есть Ти 5. 

Покажем, что, например, 91 = 3 — один из порождающий 
элементов группы Ё%: 

К 01234567 

3^ (тоа 7) |1 3264513 
Второй порождающий элемент 92 может быть найден как 

3^, где К взаимно просто ср—1 = 6 (см. с. 37). Ясно, что Ё = 5, 
и поэтому 92 = 35 = 5. 

2.2. С помощью алгоритма Евклида вычислите НОД (а, 6) 

а) а = 589, 6 = 43; Ь) а = 6188, 6 = 4709; 

с) а = 12606, 6 = 6494; 4) а = 20989, 6 = 2573. 

Решение. Ответ: а) 1, 6)17, с) 382, а) 1. 

2.3. Найти 

а) 3—1 (тоа 5); 6) 9-1 (тоа 14); 

в) 1" (то 118); г) 3.41 (шоа 7); 

д) (—3)-' (тоа 7); е) 6? (шоа 11); 

ж) 3-3 (шоа 8). 

Решение. Вычислять 5! в кольцах Й»„ можно используя 

соотношение Безу (подбором коэффициентов или обобщённым 

алгоритмом Евклида). В некоторых очевидных случаях (напр. 

в пункте в) ) можно обойтись без вычислений.
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à) 1 = 2 · 3− 1 · 5, 2 · 3 = 1 + 1 · 5,
2 · 3 ≡5 1, 3

−1 ≡5 2;

Èëè
1 5 0
2 3 1 q = 1
3 2 −1 q = 1
4 1 2 q = 2 ( 2 . . . )
5 0

Òàêèì îáðàçîì, 3−1 = 2.

á) 1 = 2 · 14− 3 · 9, (−3) · 9 = 1− 2 · 14,
(−3) · 9 ≡14, 9

−1 = −3 = 11 (mod 14);

Èëè

1 14 0
2 9 1 q = 1
3 5 −1 q = 1
4 4 2 q = 1
5 1 −3 q = 4 ( 4 . . . )
6 0

Òàêèì îáðàçîì, 9−1 = −3 ≡14 11.

â) x · 1 = 1 ⇒ 1−1 = 1 ïî ëþáîìó ìîäóëþ;
1−1 ≡118 1;

ã) 1 = 2 · 4− 1 · 7, 2 · 4 = 1 + 1 · 7, 2 · 4 ≡7 1,
4−1 ≡7 2, 3 · 4−1 = 3 · 2 = 6 (mod 7);

ä) −3 ≡7 4, â ïóíêòå ã) âû÷èñëåíî 4−1 ≡7 2, çíà÷èò,
(−3)−1 = 4−1 = 2 (mod 7);

å) 1 = 2 · 6− 1 · 11, 2 · 6 = 1 + 1 · 11, 2 · 6 ≡11 1,
6−1 ≡11 2, 6

−2 = (6−1)2 = 22 = 4 (mod 11);

æ) 1 = 3 · 3− 8, 3 · 3 = 1 + 8, 3 · 3 ≡8 1,
3−1 ≡8 3, 3

−3 = (3−1)3 = 33 = 27 = 3 (mod 8).

2.4. Ðåøèòå ñðàâíåíèå

à) x = 7−1 · 11 = 18 · 11 = 198 = 23 (mod 25);

á) x = 9−1 · 3 = (−1)−1 = 3 = −3 = 7 (mod 10);
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а) 1=2.3-1.5, 2.3=1+1.5, 
2.3 =; 1, 31 =; 2; 
Или 

15 0 

213 1 9= 

312 -19=1 

41 2 9= (2 ) 

510 

Таким образом, 31 =2. 

6) 1=2.14-3.9, (-3).9=1—-2. 14, 
(—3) 9 =, 971 = —3 = 11 (шоа 14); 

Или 

11мм о 

29 1 9-1 
315 -19= 

414 2 49-1 
51 3 9-4 (4...) 
60 

Таким образом, 9! = —3 =14 11. 

в) :1=1 => 11 = 1 по любому модулю; 

ТИ =ив 1; 

г) 1=2.4—1.7, 2.4=1+1.7, 2.4 = 1, 

471 =: 2, 3.471 =3.2 = 6 (тоа 7); 

д) —3 =7 4, в пункте г) вычислено 47-1 =; 2, значит, 

(—3) 1 =4-1=2 (шоа 7); 

е) 1=2.6-—1.11, 2.6 =1+1.11, 2.6 = 1, 

б =, 2, 6-2 = (6 1)? = 22 = 4 (шоа 11); 

ж) 1=3.3- 8, 3. 321-48, 3-3 =81, 

3-1 = 3, 3-3 = (371) = 33 =27 = 3 (шоа 8). 

2.4. Решите сравнение 

а) х=7`'.11 = 18.11 = 198 = 23 (то4 25); 

6) =9 1.3 = (—1) '=3 = -3 =7 (тоа 10);
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â) 6x ≡7 1, x = 6−1 = −1 = 6 (mod 7);

ã) 6x ≡9 1 ðåøåíèé íåò: ýëåìåíò 6 íå îáðàòèì â Z9;

ä) 6x ≡9 2; ðåøåíèé íåò: ñðàâíåíèå ìîæíî ñîêðàòèòü �
3x ≡9 1, íî ýëåìåíò 3 íå îáðàòèì â Z9;

å) 6x ≡9 3. Òàêîå ðàâåíñòâî ìîæíî ñîêðàòèòü íà 3 âìåñòå ñ
ìîäóëåì: 2x ≡3 1, îòêóäà x = 2−1 = 2(mod 3). Ìíîæåñòâî
ðåøåíèé � {2, 5, 8} (mod 9).

2.5. Â ïîëå F = F2
2 âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå

P =
3∏

i=1

(x− βi),

ãäå β1, β2, β3 � âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ.
Ðåøåíèå. Èìååì

F = F2[x]/
(
x2 + x+ 1

)
= { 0, α, α+ 1 = α2, α3 = 1 },

ãäå α � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F ∗.
Ïîýòîìó

P =
3∏

i=1

(x− βi) = (x+ 1)(x+ α)(x+ α + 1) =

= (x+ 1)
(
x2 + αx+ x+ αx+ α2 + α

)
=

= (x+ 1)
(
x2 + x+ α2 + α

)
=

=
(
x3 + (α + 1)x2 + (α + 1)x2 + (α2 + α + 1)x+

+α2 + α
)
= x3 + 1,

è, ïîñêîëüêó ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ GF (q) óäîâëåòâîðÿåò ðà-
âåíñòâó xq − x = 0, èìååì

(x− β1) · . . . · (x− βpn−1) = xpn−1 − 1.

2.6. Íàéòè ñóììó íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ Fp.
Ðåøåíèå. Âñå ýëåìåíòû F∗

p ñóòü êîðíè óðàâíåíèÿ

xp−1 − 1 = 0,

èõ ñóììà ïî òåîðåìå Âèåòà åñòü êîýôôèöèåíò ïðè xp−2 â ýòîì
óðàâíåíèè, òî åñòü 0.
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в) бл = 1 х=б`! = -1 =6 (шоа 7); 

г) 6х =0 1 решений нет: элемент 6 не обратим в 29; 

д) 6% =9 2; решений нет: сравнение можно сократить — 

3% =59 1, но элемент 3 не обратим в 420: 9-, 9, 

е) 6х =0 3. Такое равенство можно сократить на 3 вместе с 

модулем: 25 =3 1, откуда х = 2-1 = 2(то4 3). Множество 

решений — {2, 5, 8} (то 9). 

2.5. В поле РЁ = Е> вычислить произведение 
Е 

Р = [[(@-8), 
=1 

где В1, 02, 0з — все ненулевые элементы поля. 

Решение. Имеем 

Е = Е>[1] / (2? +=+1) = {0, аа+1=а”, 8 =1}, 

где а — порождающий элемент мультипликативной группы Ё*. 

Поэтому 

3 

Р = | (#-8,) = (е+10(е+а)(а+а+у = 
2—1 

= (2+1 (+ тах + ах +а+а) = 

= («+1 (2? +т+а-+а) = 

= (2+ (а+1)27 + (а+ 127 + (@+а+1=+ 

а? + а) = 2+1, 

и, поскольку любой элемент поля С Ё(4) удовлетворяет ра- 

венству 21 — т = 0, имеем 

(2— В1)....:(&- Выа) = а 1. 

2.6. Найти сумму ненулевых элементов поля Е. 

Решение. Все элементы Е, суть корни уравнения 

1-1 = 0, 

В р? их сумма по теореме Виета есть коэффициент при 1?“ в этом 

уравнении, то есть 0.



220 Âîïðîñû è çàäà÷è

2.7. Äîêàçàòü, ÷òî

(p− 1)! ≡p −1, p � ïðîñòîå.

Ïðè p = 2 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.
Ðåøåíèå. Ïðè p > 2 ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ìóëüòèïëè-

êàòèâíîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû F∗
p = { 1, . . . , p − 1 } äåëÿò å¼

ïîðÿäîê, òî åñòü âñå îíè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

xp−1 − 1 = 0. (∗)

Äðóãèõ êîðíåé ó ýòîãî óðàâíåíèÿ íåò (ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè p− 1
èìååò íå áîëüøå p− 1 êîðíåé). Ïî òåîðåìå Âèåòà èõ ïðîèçâåäå-
íèå ðàâíî ñâîáîäíîìó ÷ëåíó ìíîãî÷ëåíà (∗), òî åñòü −1.

Åù¼ îäíî Ðåøåíèå. Äëÿ p = 2, 3 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.
Ïðè p ⩾ 5 îáîçíà÷èì

1 · 2 · . . . · (p− 2)︸ ︷︷ ︸
=π

·(p− 1) = (p− 1),

è çàìåòèì, ÷òî (p− 1)2 = p2 − 2p+ 1 ≡p 1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå π = 1: êàæäûé èç ýëåìåíò-

îâ 2, . . ., p−2 ïîëÿ Fp èìååò åäèíñòâåííûé îáðàòíûé, è îáà îíè
âõîäèò â ïðîèçâåäåíèå π, ò. ê. ýëåìåíò p− 1 îáðàòåí ñàì ñåáå.

Îòñþäà (p− 1)! = p− 1, èëè (p− 1)! ≡p −1.
2.8. Ïîñòðîèòü ïîëå èç 4-õ ýëåìåíòîâ.

Ðåøåíèå. Ýòî ïîëå F2
2, îíî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî êàê ôàê-

òîðêîëüöî F2[x]/ (a(x)), ãäå a(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí èç
F2[x] ñòåïåíè 2. Íî òàêîé ìíîãî÷ëåí òîëüêî îäèí: x2 + x+ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, F2
2 = { 0, 1, x, x+ 1 } è x2 = x+ 1

(÷åðòó íàä ýëåìåíòàìè íå ïèøåì).
Òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ïîñòðîåííîì ïîëå (îïå-

ðàöèè ñ 0 îïóñêàåì):
+ 1 x x+ 1
1 0 x+ 1 x
x x+ 1 0 1

x+ 1 x 1 0

× 1 x x+ 1
1 1 x x+ 1
x x x+ 1 1

x+ 1 x+ 1 1 x
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2.7. Доказать, что 

(р- 1)! =, -1 р — простое. 

При р = 2 утверждение тривиально. 

Решение. При р > 2 порядки всех элементов мультипли- 

кативной циклической группы Е; = {1,....р-1} делят её 

порядок, то есть все они являются корнями уравнения 

Тео (=) 
Других корней у этого уравнения нет (многочлен степени р -— 1 

имеет не больше р — 1 корней). По теореме Виета, их произведе- 

ние равно свободному члену многочлена (*), то есть —1. 

Ещё одно Решение. Для р = 2, 3 утверждение тривиально. 

При р > 5 обозначим 

1.2... (р-2).(р-П = (-П, 
=л 

и заметим, что (р- 1)? = р? — р-+1=, 1. 

Легко видеть, что произведение т = 1: каждый из элемент- 

ов2,.... р-2 поля Е, имеет единственный обратный, и оба они 

входит в произведение л, т. к. элемент р — 1 обратен сам себе. 

Отсюда (р — 1)! = р- 1, или (р-1)! =, —1. 

2.8. Построить поле из 4-х элементов. 

Решение. Это поле Е5, оно может быть построено как фак- 

торкольцо Е5|1]|/ (а(1)), где а(х) — неприводимый многочлен из 
Е>|х] степени 2. Но такой многочлен только один: 22? + + 1. 

Следовательно, Е5 = { 0, 1, х, +1} и 1? =2+1 
(черту над элементами не пишем). 

Таблицы сложения и умножения в построенном поле (опе- 

рации с 0 опускаем): 
1 т х+1 

0 х+1 т 

х+1 0 1 

з 

ч
а
н
х
 

ф
а
н
+
 

=
 

з >
 

8 -
 

з +
 

-
-
 

-
 

з 
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2.9. Â ðàñøèðåíèè F(3) ïðîñòîãî ïîëÿ F2, ïîñòðîåííîãî ñ ïî-
ìîùüþ îáðàçóþùåãî ïîëèíîìà

a(x) = x3 + x+ 1

1) ïîñòðîèòü òàáëèöó ñîîòâåòñòâèé ìåæäó ïîëèíîìèàëü-
íûì è ñòåïåííûì ïðåäñòàâëåíèåì åãî íåíóëåâûõ ýëå-
ìåíòîâ;

2) ïîñòðîèòü òàáëèöó óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ;

3) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ïîëÿ óêàçàòü îáðàòíûå;

4) íàéòè ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ïîëÿ;

5) íàéòè ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ.

Ðåøåíèå. Ïîëå F(3) = F2[x]/(x
3 + x+ 1) ñîäåðæèò 8 ýëå-

ìåíòîâ: 0 è ñòåïåíè 1, . . . , 7 ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà α. Ìîæíî
ïîëàãàòü x = α, ò. ê. a(x) � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí.

1. Òàáëèöà ñîîòâåòñòâèé ìåæäó ïîëèíîìèàëüíûì è ñòåïåí-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì åãî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ:

x3 = x+ 1 ñòåïåíü x 1 x x2

x 0 1 0

x2 0 0 1

x3 = x+ 1 1 1 0

x4 = x2 + x 0 1 1

x5 = x2 + x+ 1 1 1 1

x6 = x2 + 1 1 0 1

x7 = 1 1 0 0

2. Òàáëèöà óìíîæåíèÿ:
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2.9. В расширении Ё(з) простого поля Е›, построенного с по- 

мощью образующего полинома, 

а(т) = +т+1 

1) построить таблицу соответствий между полиномиаль- 

ным и степенным представлением его ненулевых эле- 

ментов; 

2) построить таблицу умножения элементов; 

3) для каждого элемента поля указать обратные; 

4) найти порождающие элементы поля; 

5) найти минимальные многочлены всех элементов поля. 

Решение. Поле Ё\з) = Е5[1]/(23 +& +1) содержит 8 эле- 
ментов: 0 и степени 1,..., 7 порождающего элемента а. Можно 

полагать 1 = а, т.к. а(1) — примитивный многочлен. 

1. Таблица соответствий между полиномиальным и степен- 

ным представлением его ненулевых элементов: 

13 =Ж+1 степень |1 х 22 

010 

22100 1 

23 =+1|11 0 

= 01 1 

19 =а? +4111 1 

28 =2+1 10 1 

7 = 100 

2. Таблица умножения:
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× x x2 x3 x4 x5 x6

x x2 x+ 1 x2 + x x2 + x+ 1 x2 + 1 1

x2 x+ 1 x2 + x x2 + x+ 1 x2 + 1 1 x

x3 x2 + x x2 + x+ 1 x2 + 1 1 x x2

x4 x2 + x+ 1 x2 + 1 1 x x2 x+ 1

x5 x2 + 1 1 x x2 x+ 1 x2 + x

x6 1 x x2 x+ 1 x2 + x x2 + x+ 1

3. Îáðàòíûå ýëåìåíòû:

x x2 x+ 1 x2 + x x2 + x+ 1 x2 + 1

x2 + 1 x2 + x+ 1 x2 + x x+ 1 x2 x

4. Ïîëå F(3) èìååò φ(7) = 6 ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ: âñå
êðîìå 0 è 1.

5. Íàõîäèì ì. ì. ýëåìåíòîâ ïîëÿ. ßñíî, ÷òî

� m0(x) = x;

� m1(x) = x+ 1;

� îñòàëüíûå ýëåìåíòû F(3) ñóòü ïîðîæäàþùèå åãî
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû, è èõ ì. ì. áóäóò ñîâ-
ïàäàòü ñ a(x).

2.10. Ïåðå÷èñëèòü âñå ïîäïîëÿ ïîëÿ GF (230).
Ðåøåíèå. Ïîëå Fn

p ñîäåðæèò ïîäïîëå Fk
p åñëè è òîëüêî

åñëè k | n, ïîýòîìó ïîäïîëÿìè GF (230) áóäóò ïîëÿ GF
(
2k
)
,

k ∈ D(30) = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}, GF (2) � ïðîñòåéøåå è
GF (230) � íåñîáñòâåííîå ïîäïîëÿ.

2.11. Ìíîãî÷ëåí f(x) = x5 + x3 + x2 + 1 ∈ F2[x] ðàçëîæèòü íà
íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè.

Ðåøåíèå. Â ïîëå F2 èìååì x− 1 = x+ 1.

1. f(1) = 0 ⇒ 1 � êîðåíü f .

2. Äåëèì f(x) íà x+ 1, ïîëó÷àåì

x4 + x3 + x+ 1 = f1(x).
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т 12 13 24 15 16 

12 +1 2-х ТЕНИ 2+1 1 

+1 12 + т 12 + +1 +1 1 т 

2+ ЕЕ 2+1 1 т 12 

ПЕ +1 1 т 2? +1 

22 +1 1 т 12 +1 22+ т 

1 т 12 +1 2+ 2 +х+1 

3. Обратные элементы: 

т | 12 | Ж-Т | 22 +2 | +41 2+1 

та | 2+5 | 1+1 | 12 | т 

4. Поле Ё(з) имеет (7) = 6 порождающих элементов: все 

кроме 0 и 1. 

5. Находим м. м. элементов поля. Ясно, что 

® 710(1) =; 

® 11(1) Е ХТ; 

® остальные элементы Ёз) суть порождающие его 

мультипликативной группы, и их м. м. будут сов- 
падать с а(т). 

2.10. Перечислить все подполя поля СЁ (235). 
Решение. Поле Е, содержит подполе А если и только 

если К | п, поэтому подполями СЕ (239) будут поля СЁ (2*), 
К Е 10(30) = 4{1,2,3,5, 6, 10,15,30}, СР (2) — простейшее и 

СЕ (230) — несобственное подноля. 

2.11. Многочлен }(5) = 2? + 23 + 1? +1 Е Е.[1] разложить на 
неприводимые множители. 

Решение. В поле Е5 имеем х-—-1=х+1. 

1. 1(1) =0 = 1- корень {. 

2. Делим /(5) на т + 1, получаем 

а а + +1= Л (2).
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3. f1(1) = 0 ⇒ 1 � êîðåíü f1;
f1
x+1

= x3 + 1 = f2(x).

4. f2(1) = 0 ⇒ 1 � êîðåíü f2;
f2
x+1

= x2 + x+ 1.

5. Ìíîãî÷ëåí x2 + x+ 1 íåïðèâîäèì.

Îòâåò: x5 + x3 + x2 + 1 = (x+ 1)3 (x2 + x+ 1).

2.12. Ìíîãî÷ëåí f(x) = x3 + 2x2 + 4x+ 1 ∈ F5[x] ðàçëîæèòü íà
íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè.

Ðåøåíèå.

1. f(2) = 23 + 2 · 22 + 4 · 22 + 1 = 25 ≡5 0,
(x− 2) ≡5 (x+ 3)

2.
x3 + 2x2 + 4x + 1 x+ 3

x3 + 3x2 x2 + 4x+ 2

4x2 + 4x
4x2 + 2x

2x + 1
2x + 1

0
3. Ïåðåáîðîì ýëåìåíòîâ F5 óáåæäàåìñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí

x2 + 4x+ 2 íåïðèâîäèì íàä F5.

Îòâåò: x3 + 2x2 + 4x+ 1 = (x+ 3) (x2 + 4x+ 2).

2.13. Ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 + x3 + x + 2 ∈ F3[x] ðàçëîæèòü íà
íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè.

Ðåøåíèå.

1. 0, 1, 2 � íå êîðíè f(x) ⇒ f(x) ëèíåéíûõ äåëèòåëåé íå
èìååò.

2. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä F3 ñòåïåíè 2:

x2 + 1, x2 + x+ 2, x2 + 2x+ 2.

3. Ïîäáîðîì ïîëó÷àåì
Îòâåò: f(x) = x4 + x3 + x+ 2 =

= (x2 + 1) (x2 + x+ 2).
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3. (1) =0 =1- корень д; № = +1= Ё (2). 

4. №(1) =0 =1- корень №; -® = 22? +%+1. 

5. Многочлен 22 + д + 1 неприводим. 

Ответ: 2? + 23 + 22 +1 = (5+ 133 (22 + 2+1). 

2.12. Многочлен /(5) = 23 +21? + 45 +1Е Е5[1| разложить на 
неприводимые множители. 

Решение. 

1. /(2) =2+2.22+4.2+1=25 =5 0, 

(1—2) =5 (#3) 

13 + 252 + 4+1 х-+3 

13 + 322 22 + 4х +2 

4712 + 4х 

412 + 2х 

2% +1 

2% +1 

3. Перебором элементов Е5 убеждаемся, что многочлен 

1? + 4т + 2 неприводим над Е5. 

Ответ: 23 + 217? + 45 +1 = (5+3) (12 +42 +2). 

2.13. Многочлен (5) = 21 + 23 +х+2Е Ез [1] разложить на, 
неприводимые множители. 

Решение. 

1. 0,1, 2 — не корни }(5) = (5) линейных делителей не 
имеет. 

2. Неприводимые многочлены над Ез степени 2: 

7+1 1+1+2, 4+%+2. 

3. Подбором получаем 

Ответ: }(1) = 2 + 23 +т+2 = 

= (22 +1) (22 +22).
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2.14. Ìíîãî÷ëåí

f(x) = x4 + 3x3 + 2x2 + x+ 4 ∈ F5[x]

ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè.
Ðåøåíèå. 1. f(x) ̸= 0 íè ïðè êàêîì x = 0, 1, 2, 3, 4, òî åñòü

f(x) íå èìååò ëèíåéíûõ äåëèòåëåé.

2. Ïåðåáèðàÿ íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2 íàä F5,
ïîëó÷àåì

Îòâåò: f(x) = (x2 + x+ 1) (x2 + 2x+ 4).

2.15. Íàéòè âñå íîðìèðîâàííûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû 2-é
ñòåïåíè íàä GF (3).

Ðåøåíèå. Íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû deg f(x) = 1 è
f(0) ̸= 0, f(1) ̸= 0, f(2) ̸= 0.

Ïåðåáîðîì êîýôôèöèåíòîâ b, c ∈ { 0, 1, 2 } â âûðàæåíèè
x2 + bx+ c, íàõîäèì ïîäõîäÿùèå ìíîãî÷ëåíû:

f1(x) = x2 + 1, f2(x) = x2 + x+ 2, f3(x) = x2 + 2x+ 2.

2.16. Íàéòè âñå íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè,
íåïðèâîäèìûå íàä GF (3).

Ðåøåíèå. Íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû deg f(x) = 1 è
f(0) ̸= 0, f(1) ̸= 0, f(2) ̸= 0. Ïåðåáîðîì íàõîäèì

f1(x) = x3 + 2x+ 1, f2(x) = x3 + 2x+ 2,

f3(x) = x3 + x2 + 2, f4(x) = x3 + 2x2 + 1,

f5(x) = x3 + x2 + x+ 2, f6(x) = x3 + x2 + 2x+ 1,

f7(x) = x3 + 2x2 + x+ 1, f8(x) = x3 + 2x2 + 2x+ 2.

2.17. Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè:

1) ìíîãî÷ëåí a(x) = x2 + 2x+ 4 ∈ F5[x] � íåïðèâîäèìûì?

2) ýëåìåíò 4x2 + 2 � êîðíåì a(x) â ôàêòîðêîëüöå/ïîëå
F5[x]/(x

2 + 2x+ 4)?

Ðåøåíèå. 1. Ïåðåáîðîì ýëåìåíòîâ èç F5 �

a(0) = 4, a(1) = 2, a(2) = 1, a(3) = 2, a(4) = 1,
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2.14. Многочлен 

1(х) = 2 + 323 + 22? + +4 Е [2] 

разложить на неприводимые множители. 

Решение. 1. }(5) = 0 ни при каком 1 = 0,1,2,3,4, то есть 

1 (12) не имеет линейных делителей. 

2. Перебирая неприводимые многочлены степени 2 над Е5, 

получаем 

Ответ: }(х) = (22° +&-+1) (12 +2=+4). 

2.15. Найти все нормированные неприводимые многочлены 2-й 

степени над СЁ(3). 
Решение. Необходимо и достаточно, чтобы 4ез ](5) = Ти 

(0) 72 0, Л(1) 50, Л(2) 7 0. 
Перебором коэффициентов 6, с Е {0,1,2} в выражении 

12 + 6х с, находим подходящие многочлены: 

(а) =ж+ь (а) =т+а+2, ВЕ Жж+2. 

2.16. Найти все нормированные многочлены третьей степени, 

неприводимые над С'Е(3). 
Решение. Необходимо и достаточно, чтобы 4ез ](1) = Ти 

1(0) 0, Х(1) 0, (2) 2 0. Перебором находим 

(в) = 9+2 +1, (г) +22 +2, 
Дз(т) = 2 +2? +2, 1а(х) = 23 + 227 + 1, 

15(2) = 23 +2? +ж-2, 6 (2) = ++ +1, 

(х) = 2? +257 +х+1 (1) = +25 + 2-2 

2.17. Определить, является ли: 

1) многочлен а(5) = 22 + 25 +4Е Р5|1] — неприводимым? 

2) элемент 41? +2 — корнем а(х) в факторкольце/поле 
5 [2] / (2? + 25 + 4)? 

Решение. 1. Перебором элементов из ЕР5 — 

а(0) = 4, а(Т) =2, а(2) = 1, а(3) =2, а(4) = 1,
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óáåæäàåìñÿ, ÷òî êâàäðàòíûé ìíîãî÷ëåí a(x) íåïðèâîäèì. Ñëå-
äîâàòåëüíî �

2. Ôàêòîðêîëüöî F5[x]/(x
2 + 2x+ 4) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì; â í¼ì

x2 = −2x− 4 = 3x+ 1 è a(4x2 + 2) =

=
(
2(2x2 + 1)

)3
+ 2 · 2(2x2 + 1) + 4 =

= 3(3x6 + 2x4 + x2 + 1) + 3x2 + 3 = 4x6 + x4 + x2 + 1 =

= 4(3x+ 1)2 + 3x2 + x+ x2 + 1 =

= x2 + 4x+ 4 + 3x2 + x+ x2 + 1 = 0 � äà, ÿâëÿåòñÿ.

2.18. 1. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôàêòîðêîëüöî
F = F7[x]/(x

2 + x− 1) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

2. Â F íàéòè îáðàòíûé ýëåìåíò ê 1− x.
Ðåøåíèå. 1. a(x) = x2 + x− 1, a(0) = 6, a(1) = 1, a(2) = 5,

a(3) = 4, a(4) = 6, a(5) = 1, a(6) = 6, òî åñòü ìíîãî÷ëåí a(x) �
íåïðèâîäèì â F7 è F � ïîëå (∼= F2

7).

2. F2
7 = { ax+ b | a, b ∈ F7, x

2 = 1− x = 6x+ 1 }
(ax+ b) · (6x+ 1) = (2a+ 6b)x+ (6a+ b) = 1{

6a+ b = 1
a+ 3b = 0

⇒
{

a = 1
b = 2

Îòâåò: (1− x)−1 = x+ 2 â F .

2.19. Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà β = x+x2 â ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïå

1) ïîëÿ F1 = F2[x]/(x
4 + x+ 1);

2) ïîëÿ F2 = F2[x]/(x
4 + x3 + 1).

Ðåøåíèå. β = x+ x2 = x(x+ 1).
Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà óêàçàííûõ ïîëåé ñîñòîèò èç

24 − 1 = 15-è ýëåìåíòîâ.
Ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå 15: 15 = 3 · 5, ïîýòîìó ðàâåíñòâî

βd = 1 íóæíî ïðîâåðèòü äëÿ d = 15/5 = 3 è d = 15/3 = 5.

1. x4 = x+ 1

β2 = x2(x+ 1)2 = x4 + x2 = x2 + x+ 1,
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убеждаемся, что квадратный многочлен а(1) неприводим. Сле- 

довательно — 

2. Факторкольцо Е5[2] / (2? + 2х +4) является полем; в нём 
1? = —25 —4 = 35 +Ти а(41? +2) = 

= (2(22 +1) +2227? + +4 = 
= 3(32° + 251 + 22 + 1) + 32? +3 = 46 фай +1 = 

= 4(3х + 1)? + 32? + 2+1 = 

= 27 +4%+4+ 34 +1 +1 = 0 — да, является. 

2.18. 1. Проверить, что факторкольцо 

Е = Е; 1] /(12 + т — 1) является полем. 

2. В Е найти обратный элемент к 1-х. 

Решение. 1. а(т) = 1? + т- 1, а(0) = 6, а(1) = 1, а(2) = 5, 
@(3) = 4, а(4) = 6, а(5) = 1, а(6) = 6, то есть многочлен а(1) — 
неприводим в Е? и Е — поле (= Е?). 

2. 2 = {а +6 | а.6ЕЁР,, 12 =1-х=6бд+1} 
(ах +5) . (6% +1) = (2а- 66)х + (ба+ь) =1 

ба-ь =1 > а=1 
а+36 =0 Ь=2 

Ответ: (1-2) = в Е. 

2.19. Найти порядок элемента 8 = 2+1? в мультипликативной 

группе 

1) поля В = Е5[1]/(2* +2+1} 

2) поля № = Е-|1] /(2^ +23 +1). 

Решение. В=х+1?=х(т+1. 
Мультипликативная группа указанных полей состоит из 

24 — 1 = 15-и элементов. 
Примарное разложение 15: 15 = 3-5, поэтому равенство 

64 = 1 нужно проверить для а = 15/5 =Зи4а= 15/3 = 5. 

1. МЕЖНИ 

0? = (+1 = И ЕЖРЧЕНИ
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β3 = x(x+ 1)
(
x2 + x+ 1

)
= x

(
x3 + 1

)
=

= x4 + x = x+ 1 + x = 1.

Îòâåò: Â ïîëå F1 ord β = 3.

2. x4 = x3 + 1

β2 = x4 + x2 = x3 + x2 + 1,

β3 = x(x+ 1)
(
x3 + x2 + 1

)
=

= x
(
x4 + x2 + x+ 1

)
= x

(
x3 + x2 + x

)
=

= x4 + x3 + x2 = x2 + 1 ̸= 1,

β5 = x2x3 =
(
x3 + x2 + 1

) (
x2 + 1

)
=

=
(
x5 + x4 + x2 + x3 + x2 + 1

)
= . . .

. . . =
(
x3 + 1

)
x = x4 + x = x3 + x+ 1 ̸= 1.

Îòâåò: Â ïîëå F2 ord β = 15.

2.20. Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí
f(x) = x6 + x3 + 1 ∈ F2[x] ïðèìèòèâíûì?

Ðåøåíèå. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ

F2[x]/
(
x6 + x3 + 1

)
ñîñòîèò èç 26 − 1 = 63-õ ýëåìåíòîâ.

Ïðîñòûå äåëèòåëè 63 = 32 · 7 ñóòü 3 è 7, ïîýòîìó ðàâåíñòâî
xd = 1 íóæíî ïðîâåðèòü òîëüêî äëÿ d = 21 = 63

3
è d = 9 = 63

7
.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïîëå x6 = x3 + 1 è

x9 = x6x3 =
(
x3 + 1

)
x3 = x6 + x3 = ̸x3 + 1+ ̸x3 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ordx = 9 ̸= 63 è ìíîãî÷ëåí f(x) íå ïðèìèòèâ-
åí.

2.21. Íàéòè êîëè÷åñòâî Inp íîðìèðîâàííûõ íåïðèâîäèìûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ

1) ñòåïåíè 7 íàä ïîëåì F2;

2) ñòåïåíè 6 íàä ïîëåì F5.
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83 = (+1 (+241 = (7+1 = 

= “+т=х+1+х = 1. 

Ответ: В поле Ё\ ога В = 3. 

2. М ЕЗЖНИ 
0 = а = + +И, 

8 = (+1 (+ +1) = 

= (и -+т+1 = д (22-1) = 

= аа ЕТНТЕТ, 

68 = 2243 = (+27 +1) (2+1) = 

= (ие чат +1) =... 

. = (7+1 т = ах = ++ Я 1. 

Ответ: В поле РЁ. ога В = 15. 

2.20. Определить, является ли неприводимый многочлен 

1(т) = 16 + 23 +1Е Е5[т] примитивным? 
Решение. Мультипликативная группа поля 

Е [2] / (26 +2 +1) 

состоит из 26 — 1 = 63-х элементов. 

Простые делители 63 = 3?.7 суть 3 и 7, поэтому равенство 

14 = 1 нужно проверить только для 4 = 21 = 8 и4=9= 8. 

В рассматриваемом поле 265 = 23 +1и 

2? = 1043 = (1+1 = аб ЕВННЯ ЕТ 

Таким образом, ог4х = 9 2 63 и многочлен }(х) не примитив- 

ен. 

2.21. Найти количество Г, нормированных неприводимых мно- 

гочленов 

1) степени 7 над полем ЕР; 

2) степени 6 над полем Е.



2. Êîíå÷íûå êîëüöà è ïîëÿ 227

Ðåøåíèå. 1)
∑
d|7

d · Id2 = 27 = 1 · I12 + 7 · I72 = 128; I12 = 2:

ýòî x è x+ 1, îòñþäà I72 = 128−2
7

= 18;

2) I65 =
1

6

∑
d|6

µ(d) 5
6
d =

=
1

6

[
µ(1)56 + µ(2)53 + µ(3)52 + µ(6)5

]
=

= (15 625− 125− 25 + 5)/6 = 2 580.

2.22. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

S =
1

2x+ 1
− 2(2x)7

(x)9(x+ 2)
.

â ïîëå F = F3[x]/(−2x2 + x+ 2).

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó charF = 3, òî
−2x2 + x+ 2 ≡3 x2 + x+ 2 = a(x).

F = F2
3, F

∗ ñîäåðæèò 32 − 1 = 8 ýëåìåíòîâ è âñå îíè ìî-
ãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ñòåïåíè αi, i = 1, 8 ïðèìèòèâíîãî
ýëåìåíòà α.

Åñëè ýëåìåíò x îêàæåòñÿ ïðèìèòèâíûì, òî ïîëîæèì α = x
è, ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèÿ â F2

3 ïðîâîäÿòñÿ ïî mod a(x), áóäåì
èìåòü

x2 + x+ 2 = 0 ⇒ x2 = −x− 2 = 2x+ 1.

Íàéä¼ì ïîðÿäîê ýëåìåíòà x: ò. ê. 8 = 23, 8
2
= 4, ïðîâåðèì

ðàâåíñòâî x4 = 1:

x4 =
(
x2
)2

= (2x+ 1)2 = x2 + x+ 1 =

= ̸ 2x+ 1+ ̸ x+ 1 = 2 ̸= 1,

òî åñòü x � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò F : ordx = 8 è x8 = 1.

Ïîâåçëî: a(x) = x2 + x + 2 îêàçàëñÿ ïðèìèòèâíûì ìíîãî-
÷ëåíîì íàä F3, èíà÷å ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ F ïðèøëîñü
áû èñêàòü.

Òåïåðü âû÷èñëèì çíà÷åíèå çàäàííîãî âûðàæåíèÿ. Èìååì
28 = 256 ≡3 1, x+ 2 = −x2, x4 = 2 è äàëåå:
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Решение. 1) \`4. 9 = 27 =1.В+Т. М = 128; П=2: 
ат 

это фид + 1, отсюда [5 = 8-2 = 18; 

1 6 
2) 65 = уз У и(а)54 = 

46 

= = [#058 + (257 + и(3)5? + и(6)5] = 6 
= (15625 — 125 — 25 +5)/6 = 2580. 

2.22. Вычислить значение выражения 

1 2(2%)' 
— Жж+т (1+2) 

в поле Е = Ез [1] /(-222 + +2). 

Решение. Поскольку сВаг Ё = 3, то 

— 212 + +2 =; 22 +42 =а(т). 
Е = №3, Е* содержит 32 — 1 = 8 элементов и все они мо- 

гут быть представлены как степени о/,1 = 1,8 примитивного 
элемента, ©. 

Если элемент 5 окажется примитивным, то положим а = т 

и, поскольку вычисления в №3 проводятся по то4 а(2), будем 
иметь 

+2 =О0 = 212 = -д-2 = +1. 

Найдём порядок элемента х: т.к. 8 = 23, 8 = 4, проверим 

равенство 1“ = 1: 

2“ = (=2)" = (2541)? = +е+т= 

= 2% +14 #+1=2# 1, 

то есть х — примитивный элемент Ё: ог4ах = 8 и 28 = 1. 

Повезло: а(х) = 1? + 1 + 2 оказался примитивным много- 
членом над Ез, иначе примитивный элемент поля Е пришлось 
бы искать. 

Теперь вычислим значение заданного выражения. Имеем 

28 — 256 = 1, +2 = 12, 2“ =2 и далее:
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S =
1

2x+ 1
− (2x)7(2)

(x)9(x+ 2)
=

1

x2
+

x7

x9x2
=

x8

x2
+

x7x8

x11
=

= x6 + x4 =
(
x2
)3

+ 2 = (2x+ 1)3 + 2 = 2x3+ ̸ 1+ ̸ 2 =

= 2x(2x+ 1) = x2 + 2x = 2x+ 1 + 2x = x+ 1.

2.23. Äëÿ ïîëÿ F = F3[x]/(x
2 + 1) ∼= F2

3 ïîñòðîèòü òàáëèöó
ñîîòâåòñòâèé ìåæäó ïîëèíîìèàëüíûì è ñòåïåííûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ.

Ðåøåíèå. Â äàííîì 9-ýëåìåíòíîì ïîëå

x2 + 1 = 0 ⇒ x2 = −1 ≡3 2.

1. Íàéä¼ì ïîðÿäîê ýëåìåíòà x, äëÿ ÷åãî ïðîâåðèì ðàâåí-
ñòâî x4 = 1 (ò. ê. 9− 1 = 8 = 23, 8

2
= 4):

x4 = (x2)
2
= 4 ≡3 1.

Ñëåäîâàòåëüíî ordx = 4 è ýëåìåíò x íå ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäà-
þùèì ýëåìåíòîì ãðóïïû F ∗ (è x2 + 1 � íå åñòü ïðèìèòèâíûé
ìíîãî÷ëåí íàä F3:
x4 − 1 = x4 + 2 = (x2 + 1) (x2 + 2)).

2. Ïðîâåðèì íà ïðèìèòèâíîñòü ýëåìåíò x+ 1:

(x+ 1)4 = (x+ 1)(x+ 1)3 = (x+ 1)
(
x3 + 1

)
=

= (x+ 1)(2x+ 1) = 2x2+ ̸x+ ̸2x+ 1 = 4 + 1 = 2 ̸= 1

òî åñòü α = x+ 1 îêàçàëñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì. Åãî ñòåïå-
íè:

α1 = x+ 1, α5 =2(x+ 1) = 2x+ 2,

α2 = x2 + 2x+ 1 = 2x, α6 =α2 · α4 = 4x = x,

α3 = 2x(x+ 1) = 2x+ 1, α7 =x(x+ 1) = x+ 2,

α4 = 4x2 = x2 = 2, α8 =(α4)2 = 4 = 1.

Çàìå÷àíèå: âû÷èñëåíèå î÷åðåäíîé ñòåïåíè αi+j ÷àñòî áûâà-
åò óäîáíûì ïðîâåñòè êàê αi · αj.
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1 (2%)"(2) _ 1 17 18  1'28 

ЖЕ. (2)°(&+2) 22’ 2922 22 Тат 

= аб+а“ = (2?) +2 = (22413-42 = 223+ Др = 

= 2225 +1) = 2? +25 = 224+1+25 = +1. 

2.23. Для поля Е = Ез[1]/(1? +1) = 13 построить таблицу 
соответствий между полиномиальным и степенным представ- 
лением для всех ненулевых элементов поля. 

Решение. В данном 9-элементном поле 

2 +1=0 = 22° =-1=. 2. 

1. Найдём порядок элемента х, для чего проверим равен- 
ство 12° = 1 (т.к. 9-1=8= 23, 8 =4): 

А = (42) =4 = 1. 

Следовательно ога 1х = 4 и элемент 1х не является порожда- 

ющим элементом группы Ё* (и 1? + 1 — не есть примитивный 

многочлен над Ез: 

а = а +2 = (22+ 1) (22 +2)). 

2. Проверим на примитивность элемент х + 1: 

(+1)* = (2+10(2+1} = (2+1 (2+1) = 
= (2+1)25-1) = 2274 + ж-т=А+Т=ЕЗЯ1 

то есть а = 5 + 1 оказался примитивным элементом. Его степе- 

НИ: 

о = &+\ а =2(т-+1) = 25 +2, 

д = 2+ +1 = 29%, аб =а? ай = 4х =, 

о? = 25(2 +1) = 2+1, о’ =2(х+1) = #+2, 

ой = 42 = 2? =2, о = (а) = 4 = 1. 

Замечание: вычисление очередной степени с’? часто быва- 

ет удобным провести как а: ай.
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2.24. Â ôàêòîðêîëüöå R = F3[x]/(x
4 + 1) íàéòè âñå ýëåìåíòû

ãëàâíîãî èäåàëà (x2 + x+ 2).
Ðåøåíèå. Ìíîãî÷ëåí f(x) = x2+x+2 íåïðèâîäèì: f(x) ̸= 0,

íè äëÿ êàêîãî x ∈ F3 = { 0, 1, 2 }.
Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè f(x) äåëèòåëåì x4 + 1:

x4 + 1 = (x2 + x+ 2) · (x2 + 2x+ 2) � äà, ÿâëÿåòñÿ.

Ïîýòîìó èñêîìûé èäåàë ñîñòàâÿò ìíîãî÷ëåíû èç R, êðàòíûå
f(x), íå âûøå, ÷åì 3-é ñòåïåíè:(

x2 + x+ 2
)
=
{ (

x2 + x+ 2
)
(ax+ b) | a, b ∈ F3

}
.

Òåïåðü ïðîâåä¼ì óìíîæåíèå:(
x2 + x+ 2

)
(ax+ b) = ax3 + (a+ b)x2 + (2a+ b)x+ 2b.

Ïåðåáèðàÿ âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ a, b ∈ F3, íàéä¼ì âñå
ýëåìåíòû èäåàëà (x2 + x+ 2):

a b ax3 + (a+ b)x2 + (2a+ b)x+ 2b

0 0 0
0 1 x2 + x+ 2
0 2 2x2 + 2x+ 1
1 0 x3 + x2 + 2x
1 1 x3 + 2x2 + 2
1 2 x3 + x+ 1
2 0 2x3 + 2x2 + x
2 1 2x3 + 2x+ 2
2 2 2x3 + x2 + 1

À åñëè áû f(x) ̸ |a(x)? Òîãäà â R ñóùåñòâóåò èäåàë, ïîðîæ-
ä¼ííûé ýëåìåíòîì ÍÎÄ (f(x), a(x)).

2.25. Â ïîëå F = F5[x]/(x
2 + 3x+ 3) íàéòè îáðàòíóþ ê ìàòðèöå

M =

[
3x+ 4 x+ 2
x+ 3 3x+ 2

]
.

Ðåøåíèå. Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2 îáðàòíàÿ ìàò-
ðèöà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
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2.24. В факторкольце В = Ез[1]/(2“ +1) найти все элементы 
главного идеала (12 + т +2). 

Решение. Многочлен ] (1) = 2?+х-+2 неприводим: ] (т) =^ 0, 
ни для какого 1 Е Ез = {0,1,2}. 

Проверим, является ли }(2) делителем 2“ + 1: 

а“ +1 = (2 +1+2): (41° +22) — да, является. 

Поэтому искомый идеал составят многочлены из В, кратные 
1 (1), не выше, чем 3-й степени: 

(2? +т+2) = { (2 +т-+2) (2+5) |а,6 Е Ез }. 

Теперь проведём умножение: 

(127 +=-2) (а2+5) = а + (а+) 7+ (2а-+5) 5+2. 

Перебирая все возможные значения а,6 Е Ез, найдём все 

элементы идеала (2? +х+2): 

а 6 | ал (а+ 5)? + а )х + 26 

00 о 

01| 247+51+2 
02 22+%+1 
10 2+212+0 

11 23+242+2 

12 2+%+1 

201 22434227 +хт 
2 1] 22342542 

221 223447 +1 

А если бы }(х) /а(х)? Тогда в В существует идеал, порож- 
дённый элементом НОД ({(5), а(5)). 

2.25. В поле Е = Е5 [1] / (2? + Зх + 3) найти обратную к матрице 

3+4 +2 

+3 3+2 | 

Решение. Для квадратных матриц порядка 2 обратная мат- 

рица записывается в виде 

“- |
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[
a b
c d

]−1

=
1

ad− bc
·
[

d −b
−c a

]
.

1. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì detM = ad− bc ñ ó÷¼òîì x2 = −3x−
3 ≡5 2x+ 2:

detM = (3x+ 4)(3x+ 2)− (x+ 2)(x+ 3) =

= 4x2 + 3x+ 3− x2 − 1 =

= 3x2 + 3x+ 2 = 3(2x+ 2) + 3x+ 2 = 4x+ 3.

2. Íàéä¼ì îáðàòíûé ê 4x + 3 ýëåìåíò, ðåøàÿ ñîîòíîøåíèå
Áåçó (

x2 + 3x+ 3
)
a(x) + (4x+ 3)b(x) = 1

ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà:
Øàã 0. // Èíèöèàëèçàöèÿ

r−2(x) = x2 + 3x+ 3,
r−1(x) = 4x+ 3,
y−2(x) = 0,
y−1(x) = 1.

Øàã 1. // Äåëèì r−2(x) íà r−1(x) ñ îñòàòêîì

r−2(x) = r−1(x)q0(x) + r0(x),
q0(x) = 4x+ 4,
r0(x) = 1, // deg r0 = 0 ⇒ ÑÒÎÏ
y0(x) = y−2(x)− y−1(x)q0(x) =

= −q0(x) = −4x− 4 = x+ 1.

3. Âû÷èñëèì îáðàòíóþ ìàòðèöó

M −1 = (x+ 1)

[
3x+ 2 4x+ 3
4x+ 2 3x+ 4

]
=

[
x+ 3 1
4x 3x

]
.

2.26. Ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåí

f(x) = x11 + x9 + x8 + x4 + x3 + x2 + 1 ∈ F2[x].

Ðåøåíèå. 1. f(0) = f(1) = 1, çíà÷èò f(x) íå èìååò êîðíåé
â F2, ò. å. íå èìååò ëèíåéíûõ äåëèòåëåé.

2. Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2 íàä F2 åäèíñòâåíåí:
x2 + x+ 1.

230 Вопросы и задачи 

а] 1 [4—5 
са — аа-ю | -с а | 

1. Сначала вычислим 4её М = а4 - 6с с учётом т 

ЗЕ + 2: 

4её М = (35 + 4)(3х + 2) - ($+2)(%+3) = 

= 41? + 35 +3 2-1 = 

= 32? +32 +2 = 3(25 +2) +32 +2 = 4% +3. 

2 = 35 — 

2. Найдём обратный к 45 + 3 элемент, решая соотношение 

Безу 5 
(17 + 3х + 3) а(т) + (4х + 3) (=) = 1 

с помощью обобщённого алгоритма Евклида: 

Шаг 0. // Инициализация 
"_2(т) = 12 + 32 + 3, 

Шаг 1. // Делим г_2(5) на т_1(т) с остатком 

п_2(2) = г_1(2)40(2) + то(х), 
4%(1) = 4х + 4, 

то(1) =1, // 4езто =0 = СТОП 

4о(2) = у—2(2) — у1(2)40(т) = 
— —40(7) = 41 -А=т+1. 

3. Вычислим обратную матрицу 

35-2 а _ в 1 1 _ 

М = +0 | до Зи 42 За 

2.26. Разложить на неприводимые множители многочлен 

7(1) = хи + 49 + 28 фа а а? +1ТЕ Е. 

Решение. 1. {(0) = { (1) = 1, значит ](5) не имеет корней 
в Ко, т.е. не имеет линейных делителей. 

2. Неприводимый многочлен степени 2 над Е елинственен: 

2+т+1.
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Ïðè äåëåíèè f(x) íà x2 + x+ 1, ïîëó÷àåì

f(x) =
(
x2 + x+ 1

)
×

× (x9 + x8 + x7 + x6 + x4 + x3 + x2 + x+ 1︸ ︷︷ ︸
g(x)

).

Äåëèì ÷àñòíîå g(x) íà x2 + x+ 1:

g(x) = x9 + x8 + x7 + x6 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 =

=
(
x2 + x+ 1

)
·
(
x7 + x4 + x3 + x2 + x+ 1

)
+ x

� íå äåëèòñÿ íàöåëî, òî åñòü x2 + x+ 1 � äåëèòåëü f(x) êðàò-
íîñòè 1.

3. Íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ 3-é ñòåïåíè íàä F2 òîëüêî
äâà: x3 + x+ 1 è x3 + x2 + 1.

Ïðîáóåì ïîäåëèòü g(x) íà x3 + x+ 1:

x9 + x8 + x7 + x6 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 =

=
(
x3 + x+ 1

)
(x6 + x5 + x3 + x2 + 1︸ ︷︷ ︸

h(x)

) � äåëèòñÿ!

Ïðîèçâîäÿ äàëåå ïîïûòêè äåëåíèÿ h(x) íà íåïðèâîäèìûå
ìíîãî÷ëåíû 3-é ñòåïåíè, ïîëó÷àåì

x6 + x5 + x3 + x2 + 1 =

=
(
x3 + x+ 1

)
·
(
x3 + x2 + x+ 1

)
+ x2,

x6 + x5 + x3 + x2 + 1 =
(
x3 + x2 + 1

)
· x3 + x2 + 1.

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí h(x) 6-é ñòåïåíè íå èìååò äåëèòåëåé 3-é
è ìåíüøèõ ñòåïåíåé, òî îí ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì.

Îòâåò: Â F2[x] ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

f(x) = x11 + x9 + x8 + x4 + x3 + x2 + 1 =

=
(
x2 + x+ 1

) (
x3 + x+ 1

) (
x6 + x5 + x3 + x2 + 1

)
.

2.27. Íàéòè ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 3, â êîòîðîì ìíîãî÷ëåí
f(x) = x3 + x + 2 ∈ F3[x] ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíî-
æèòåëè è íàéòè â í¼ì âñå êîðíè äàííîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ðåøåíèå. 1. Íàéä¼ì ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) íà íåïðè-
âîäèìûå ìíîæèòåëè íàä F3.

2. Конечные кольца и поля 231 

При делении }(т) на 2? - 5 + 1, получаем 

/(т) = ++ х 

х (вах аби ++. 

9(х) 

Делим частное 9(5) на 2? +2 +1: 

9(2) = 2 ал ааа += 

= (2+. (и +1) +1 

— не делится нацело, то есть 2? + х +1 — делитель /(5) крат- 
ности 1. 

3. Неприводимых многочленов 3-й степени над Е> только 
два: 2+ х+Ти 23+ 12 +1. 

Пробуем поделить 9(5) на 13 + х + 1: 

д а а аби ет = 

= (++ (@+ чи  — делится! 
(=) 

Производя далее попытки деления 1(5) на неприводимые 
многочлены 3-й степени, получаем 

ба а 1 +1 = 

= (7 +=+1) . (+7 -+т+1) + 22, 

да а а +1 = (+27 +1) аа +1. 

Поскольку многочлен й(х) 6-й степени не имеет делителей 3-й 
и меньших степеней, то он является неприводимым. 

Ответ: В Е5[1] справедливо разложение 

1(х) = хи а аи чачт= 

= (т +е+0 (а -+=+1 (+++ +1. 

2.27. Найти поле характеристики 3, в котором многочлен 

1(х) = 23 +т-+2 Ее Ез[т| раскладывается на линейные мно- 
жители и найти в нём все корни данного многочлена. 

Решение. 1. Найдём разложение многочлена }(1) на непри- 
водимые множители над 3.
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� Èùåì êîðíè: f(0) = 2, f(1) = 1, f(2) = 0.
Ïîñêîëüêó x− 2 ≡3 x+ 1, òî
f(x) = (x+ 1) (x2 + 2x+ 2).

� Ìíîãî÷ëåí g(x) = x2 + 2x + 2 íå èìååò êîðíåé â F3, åãî
ñòåïåíü 2, ò. å. îí íåïðèâîäèì.

� Îêîí÷àòåëüíî: f(x) = (x+ 1) (x2 + 2x+ 2).

2. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè g(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòå-
ïåíè n íàä Fp, òî îí:

� â ïîëå ñâîåãî ðàñøèðåíèÿ F = Fp[x]/(g(x)) ðàñêëàäûâà-
åòñÿ íà n ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé �

g(x) = (x− α) · (x− αp) ·
(
x− αp2

)
· . . . ·

(
x− αpn−1

)
,

ãäå α � ïðîèçâîëüíûé êîðåíü g(x) â F ;

� íå èìååò êîðíåé íè â êàêîì êîíå÷íîì ïîëå, ñîäåðæàùèì
ìåíåå, ÷åì pn ýëåìåíòîâ.

3. Ðàññìîòðèì ïîëå F3[x]/(g(x)) ðàñøèðåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
g(x) = x2 + 2x+ 2.

Â ýòîì ïîëå åñëè α � êîðåíü g(x), òî è α3 � òîæå åãî êîðåíü.
Âû÷èñëÿåì:

α2 = − 2α− 2 = α + 1,

α3 =α(α + 1) = α2 + α = 2α + 1

Ïîñòðîåííîå ïîëå F3[x]/(x
2 + 2x+ 2) ñîäåðæèò íàéäåííûé

ðàíåå êîðåíü 2, ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí f(x) â ýòîì ïîëå ðàñêëàäû-
âàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:

f(x) = x3 + x+ 2 = (x− 2)(x− α)(x− 2α− 1) =
= (x+ 1)(x+ 2α)(x+ α + 2).

4. Îïðåäåëèòü êîðíè ìíîãî÷ëåíà

g(x) = (x− α)(x− 2α− 1)

â ïîëå F3[x]/(x
2 + 2x+ 2) ëåãêî: âñåãäà ìîæíî âçÿòü α = x,

îòêóäà âòîðîé êîðåíü α3 = 2α + 1 = 2x+ 1.

Îòâåò: ìíîãî÷ëåí f(x) = x3 + x+2 èìååò êîðíè 2, x, 2x+1
â ïîëå F3[x]/(x

2 + 2x+ 2) = GF (32).
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® Ишем корни: /(0) =2, }(1) =1, }(2) =0. 
Поскольку т—2 =; +1, то 

1(х) = (+1) (22+ 2+2). 

® Многочлен 9(5) = 2? + 2х +2 не имеет корней в Ез, его 

степень 2, т. е. он неприводим. 

® Окончательно: }(7) = (2 + 1) (22 +252). 

2. Известно, что если 9(1) — неприводимый многочлен сте- 
пени п над Е», то он: 

® в поле своего расширения Ё = Е, 1]/(9(2)) раскладыва- 
ется на п линейных множителей — 

9(%) = (т-а)- (т — а?). («-а”) -... («-а”'). 

где а - произвольный корень 9(5) в ЕР; 

® не имеет корней ни в каком конечном поле, содержащим 

менее, чем р” элементов. 

3. Рассмотрим поле Ез[2]|/(9(12)) расширения многочлена, 
9(2) = 2? + 25-2. 

В эгом поле если а — корень 9(5), то и а? — тоже его корень. 

Вычисляем: 

а? = -2а-2 =а+1, 

о? =а(а-+ 1) = а’+а = 2а+1 

Построенное поле Ез[2]/(1? + 2х + 2) содержит найденный 
ранее корень 2, поэтому многочлен ](1) в этом поле расклады- 
вается на следующие линейные множители: 

Т(т) = аЗ+т+2 = (1-2)(т-а)(2-2а- 1) = 
= (2+10(«- 2а) («т а+2). 

4. Определить корни многочлена 

9(2) = (х—а)(т — 2а — 1) 
в поле Ез[т]/(1? +25 +2) легко: всегда можно взять @ = т, 
откуда второй корень а? = 2а+1= 25 + 1. 

Ответ: многочлен }(1) = 23 +т-2 имеет корни 2, х, 25 +1 

в поле Ез[2]/ (1? + 25 +2) = СЕ(3?).
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2.28. Íàéòè ì. ì. äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ β ïîëÿ F =
F2[x]/(x

4 + x+ 1).
Ðåøåíèå.
β ∈ { 0, 1, α, . . . , α14 } = F, x4 = x+ 1.

β = 0: m0(x) = x.
β = 1: m1(x) = x+ 1.
β = α: ñîïðÿæ¼ííûå ñ α ýëåìåíòû � α2, α4, α8 è

(x− α)(x− α2)(x− α4)(x− α8) = . . .

. . . = x4 + x+ 1 = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x4 + x + 1 � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí è
mα(x) = x4 + x+ 1.

β = α3: ñîïðÿæ¼ííûå ñ α3 ýëåìåíòû ñóòü α6, α12, α24 = α9,
èõ ì. ì. �

mα3(x) = (x− α3)(x− α6)(x− α9)(x− α12) =

= x4 +
(
α3 + α6 + α9 + α12

)
x3+

+
(
α3α6 + α3α9 + α3α12 + α6α9 + α6α12 + α9α12

)
x2+

+
(
α3α6α9 + α3α6α12 + α3α9α12 + α6α9α12

)
x+

+
(
α3α6α9α12

)
= x4 +

(
α3 + (α3 + α2) + (α3 + α)+

+ (α3 + α2 + α + 1)
)
x3 + (. . .) x2 + (. . .)x+ α30 =

= x4 + x3 + x2 + x+ 1.

β = α5: åäèíñòâåííûé ñîïðÿæ¼ííûé ñ α5 ýëåìåíò � α10 (ò. ê.
α20 = α5), èõ ì. ì. �

mα5(x) = (x− α5)(x− α10) = x2 + x+ 1

� åäèíñòâåííûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2.

β = α7: ñîïðÿæ¼ííûå ñ α7 ýëåìåíòû � α14, α28 = α13, α56 =
α11, èõ ì. ì. �

mα7(x) = (x− α7)(x− α11)(x− α13)(x− α14) =

= x4 + x3 + 1.
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2.28. Найти м. м. для всех элементов В поля Е = 
Е5|х|/(т + +1. 

Решение. 

ВЕ{О, 1, а,.... ам} = Е “= И. 

В =0: пю(2) = т. 
В=1: т1(5) =%+1. 
В =а: сопряжённые с а элементы — а?, а^, аи 

(1 — а) (5 — а^) (1 — а^) (1 — а®) =... 

= +%+1=0. 

Это означает, что 4 + +1 — примитивный многочлен и 

та(т) = “+1. 

В = а3: сопряжённые с а? элементы суть аб, а, а24 = а, 

их М. М. — 

тоз(2) = (1 — а) (2 — аб) (1 — а?) (х — а?) = 

= ай (а +аб+а” + а?) 2+ 
+ (саб + аЗа? + аЗал? + оба? + абол? + овал?) а? 

+ (оЗаба? + аЗабол? + аЗав ол? + абавол?) 2+ 

+ (оЗаба? ол?) = 24 4 (а? + (о + а?) + (а + о) 

+ (аа +а+1)) 2+ (...) 22+ (...) +а® = 

= ааа ++1. 

В = аб: единственный сопряжённый с а? элемент — а/° (т. к. 
©? = @?), их м. м. — 

тьз(2) = (1 -— а”) (2 — а °) = 2 +х+1 

— единственный неприводимый многочлен степени 2. 

В =а": сопряжённые с а’ элементы — а, ©28 = а, @6 = 
ой т, их м. м. — 

тот(2) = (1-а') (2 - а) (т -аЗ)(т- ам) =
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2.29. Íàéòè mα3(x), ãäå α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ F =
F5[x]/(x

2 + x+ 2).
Ðåøåíèå. 1. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 5

âìåñòå ñ êîðíåì α3 èìååò êîðíÿìè è âñå ñîïðÿæ¼ííûå ñ íèì

ýëåìåíòû (α3)5 = α15, (α3)5
2
= α75, (α3)5

3
= α375 è ò. ä.

2. Â ïîëå F èìååì α52−1 = α24 = 1, è ñîïðÿæ¼ííûì ñ α3

áóäåò òîëüêî ýëåìåíò α15, ò. ê. α75 = α3. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà α3 � ñòåïåíè 2:

mα3(x) = (x− α3)(x− α15) = x2 − (α3 + α15)x+ α18.

3. Íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû äàííîãî ìíîãî÷ëåíà, ó÷èòûâàÿ
α2 = −α− 2 = 4α + 3:

α3 = α · α2 = α(4α + 3) = 4α2 + 3α =

= 4(4α + 3) + 3α = 4α + 2,

α15 = (α3)5 = (4α + 2)5 = 4α5 + 2 =

= 4α2α3 + 2 = 4(4α + 3)(4α + 2) + 2 =

= 4(α2 + 1) + 2 = 4(4α + 4) + 2 = α + 3,

α3 + α15 = 4α + 2 + α + 3 = 0,

α18 = α3α15 = (4α + 2)(α + 3) =

= 4(4α + 3) + 4α + 1 = 3.

Îòâåò: m(x) = x2 + 3.

2.30. Íàéòè ÷èñëî I62 íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 ñðå-
äè F2[x].

Ðåøåíèå. 1. Ïî îäíîé ôîðìóëå∑
d|6

d · Id2 = 1 · I12 + 2 · I22 + 3 · I32 + 3 · I62 = 26 = 64.

Ïîñêîëüêó I12 = I32 = 2 è I22 = 1, òî

(64− (2 + 2 + 6)/6) = 54/6 = 9.

2. Ïî äðóãîé ôîðìóëå
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2.29. Найти тоз(1), где @ — примитивный элемент поля Ё = 
Е 5 [2] / (22 + 2+2). 

Решение. 1. Любой многочлен в поле характеристики 5 

вместе с корнем аЗ имеет корнями и все сопряжённые Сс НИМ 

2 3 

элементы (а3)? = а, (3) = а”5, (3) = а3? ит. д. 

2__ .. 

2. В поле Е имеем а?! = а =1, и сопряжённым с аЗ 
будет только элемент @/5, т.к. а’? = а. Поэтому минимальный 
многочлен элемента, а? — степени 2: 

тоз(2) = (1 -— а*)(2- а?) = 12 — (а + а?) 

3. Найдём коэффициенты данного многочлена, учитывая 

о =-а-2 = 4а +3: 

о? = а: а? = а(4а + 3) = 4а? + 3а = 

= 4(4а + 3) + За = 4а + 2, 

ой? = (а3)° = (4% +2)? = 49? +2 = 

даб? +2 = 4(4а + 3) (4а +2) +2 = 

= 4(® +1 +2 = 4(4% +4) +2 = а-+ 3, 

о? + а? = 4а-+- 2 +а-З3 = 0, 

ов = аа? = (4а +2)(а-+ 3) = 

= 4(4а + 3) + 4а +1 = 3. 

Ответ: т(х) = 22 +3. 

2.30. Найти число [5 неприводимых многочленов степени 6 сре- 

ди Е>[7]. 
Решение. 1. По одной формуле 

У`4: № =1.6+2.В+3.В+3.В=2 = 64. 
46 

Поскольку П = В=2и 22 =1, то 

(64 — (2+2+6)/6) = 54/6 = 9. 

2. По другой формуле
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I62 =
1

6

∑
d|6

µ(d) · 2
6
d =

=
1

6

[
µ(1) · 26 + µ(2) · 23 + µ(3) · 22 + µ(6) · 21

]
=

=
1

6
[ 64− 8− 4 + 2 ] = 54/6 = 9.

2.31. Íàéòè êîðíè ìíîãî÷ëåíà

f(x) = x3 + 3x2 + 4x+ 4 ∈ F5[x].

Ðåøåíèå. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé f(x) äëÿ x = 0, 1, . . . , 4, ïî-
êàçûâàåò, ÷òî f(3) = 0, ò. å. x = 3 � êîðåíü f(x).

Äåëÿ ¾óãîëêîì¿ f(x) íà f1(x) = x − 3 = x + 2, ïîëó÷èì
x3 + 3x2 + 4x+ 4 = (x− 3) · (x2 + x+ 2).

Ïåðåáîðîì ýëåìåíòîâ x ∈ GF (5) óáåæäàåìñÿ, ÷òî f2(x) =
x2 + x+ 2 � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí.

Â ïîëå F5[x]/(x
2 + x+ 2) êîðíè ìíîãî÷ëåíà f2(x) ñóòü

{x, x5 } è x2 = −x− 2 = 4x+ 3.
Âû÷èñëÿåì:

x5 =
(
x2
)2

x = x(4x+ 3)2 = x
(
x2 + 4x+ 4

)
=

= x(4x+ 3 + 4x+ 4) = x(3x+ 2) = 3x2 + 2x =

= 2x+ 4 + 2x = 4x+ 4.

Îòâåò: { 3, x, 4x+ 4 }.
2.32. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîãî÷ëåí

f(x) = x2 + x+ 2 ∈ F5[x]

ïðèìèòèâíûì?
Ðåøåíèå. Ïîäñòàíîâêîé â f(x) âñåõ ýëåìåíòîâ 0, . . . , 4 ïîëÿ

F5 óáåæäàåìñÿ, ÷òî äàííûé ìíîãî÷ëåí 2-é ñòåïåíè íå èìååò ëè-
íåéíûõ äåëèòåëåé è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðèâîäèì.

Ïîðÿäîê ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû GF (52) åñòü 24 = 23 ·3.
Îïðåäåëèì ïîðÿäîê ýëåìåíòà å¼ x, äëÿ êîòîðîãî x2 = −x− 2 =
4x+ 3.

Ïîñêîëüêó ïðîñòûå äåëèòåëè 24 ñóòü 2 è 3, ïðîâåðèì ðàâåí-
ñòâî xd = 1 äëÿ d = 24/2 = 12, 24/3 = 8.
Âû÷èñëÿåì:
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= = [#0) +6). + (3) +1(6).21] = 
= 564-8442] = 54/6 = 9. 

2.31. Найти корни многочлена 

1(х) = 13 + 32? + 4% +4 Е Е]. 

Решение. Вычисление значений }(5) для х = 0,1,...,4, по- 

казывает, что }(3) = 0, т.е. х = 3 — корень }(1). 
Деля «уголком» /(1) на р(1) =х-3 = 1+2, получим 

13 + 32? + 45 +4 = (т- 3). (1? +т+2). 
Перебором элементов х Е СЕ(5) убеждаемся, что (т) = 

+т+2— неприводимый многочлен. 

В поле Е5|1]/(1? +х-+2) корни многочлена }(х) суть 

т, 2} ит=--2=4+З. 
Вычисляем: 

2? = (+?) = (42 + 3)? = < (12° +4=-4) = 

= 2(4% +3+4т-+4) = т(3х +2) = 31 +2 = 

= 2% +4-+25 = 45% +4. 

Ответ: { 3, х, 4л +4}. 

2.32. Является ли многочлен 

1(2) = 1? ++2ЕЕ5 [2] 

примитивным? 

Решение. Подстановкой в }(5) всех элементов 0, ..., 4 поля 
Е5 убеждаемся, что данный многочлен 2-й степени не имеет ли- 

нейных делителей и, следовательно, неприводим. 

Порядок мультипликативной группы С Ё(5°) есть 24 = 23.3. 

Определим порядок элемента. её х, для которого 12? = -х-—2 = 

451 + 3. 

Поскольку простые делители 24 суть 2 и 3, проверим равен- 

ство 29 = 1 для 4 = 24/2 = 12, 24/3 = 8. 
Вычисляем:
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x4 =
(
x2
)2

= (4x+ 3)2 = x2 + 4x+ 4 = . . .

. . . = 3x+ 2 ̸= 1,

x8 =
(
x4
)2

= (3x+ 2)2 = −x2 + 2x+ 4 = . . .

. . . = 3x+ 1 ̸= 1.

x12 =x8x4 = (3x+ 1)(3x+ 2) = . . . = 4 ̸= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî ordx = 24 è ðàññìàòðèâàåìûé ìíîãî÷ëåí ïðè-
ìèòèâåí â ïîëå F5[x]/

(
x2 + x+ 2

)
.

2.33. Äëÿ áèíîìà x40 − 1 ∈ F5[x] îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî è ñòå-
ïåíè íåïðèâîäèìûõ ñîìíîæèòåëåé.

Â êàêîì ìèíèìàëüíîì ïîëå ðàñøèðåíèÿ F5[x] äàííûé áè-
íîì ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè?

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó n = 40 = 5 · 8, òî êîðíè áèíîìà x40− 1
ñóòü âñå êîðíè x8 − 1 (îíè âñå ðàçëè÷íû), íî 5-é êðàòíîñòè.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà x8 − 1 íàä F5. Îòíî-
ñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà 5 âû÷åòû ïî ìîäóëþ 8 { 0, 1, . . . , 7 }
ðàçáèâàþòñÿ íà îðáèòû:

{ 0 }, { 1, 5 }, { 2 }, { 3, 7 }, { 4 }, { 6 }.

Ïîÿñíåíèå: 5 · 5 = 25 ≡8 1, 2 · 5 = 10 ≡8 2 è ò. ä.
Ïîýòîìó:

� áèíîì x8−1 ∈ F5[x] ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ÷åòûð¼õ
ëèíåéíûõ è äâóõ íåïðèâîäèìûõ êâàäðàòíûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ;

� áèíîì x40 − 1 = (x8 − 1)
5
ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå

äâàäöàòè ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 1 (÷åòûð¼õ êðàòíîñòè 5
êàæäûé) è äåñÿòè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2
(äâóõ êðàòíîñòè 5 êàæäûé);

� ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëåé-
ìíîãî÷ëåíîâ åñòü 2, ñëåäîâàòåëüíî ïîëåì ðàñøèðåíèÿ
äàííîãî áèíîìà áóäåò F2

5.

Çàìå÷àíèå. Â äàííîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå áèíîìà x8− 1 ∈ F5[x]
íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ëåãêî íàõîäèòñÿ (ïåðâûå òðè ðà-
âåíñòâà ñïðàâåäëèâû â ëþáîì êîëüöå):
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2“ = (2?)* = (45 +3) = 1'+45+4=... 

... = 3+2 = 1, 

18 = (=*)* = (32+2)? = 122 +2+4А=... 

... = 3% +1 1. 

т? =181“ = (32 + 1) (3+2) =... = 4# 1. 

Следовательно отт = 24 и рассматриваемый многочлен при- 

митивен в поле Е [1] /(=? ++ 2). 

2.33. Для бинома 29 —1 Е Е5|х] определить количество и сте- 
пени неприводимых сомножителей. 

В каком минимальном поле расширения Е5[х] данный би- 
ном раскладывается на линейные множители? 

Решение. Поскольку п = 40 =5. 8, то корни бинома 1“9 — 1 

суть все корни 18 — 1 (они все различны), но 5-й кратности. 

Рассмотрим разложение многочлена 18 — 1 над Е5. Отно- 

сительно умножения на 5 вычеты по модулю 8 {0,1,...,7} 
разбиваются на орбиты: 

{0}, {1,5}, {2} {3,7}, {4}, {6}. 

Пояснение: 5.5 = 25 = 1, 2.5 = Е ит. д. 

Поэтому: 

® бином 28 —1е Е5[т] разлагается в произведение четырёх 

линейных и двух неприводимых квадратных многочле- 

нов; 

® бином 20 —1 = (1—1)? разлагается в произведение 
двадцати многочленов степени 1 (четырёх кратности 5 

каждый) и десяти неприводимых многочленов степени 2 

(двух кратности 5 каждый); 

® максимальная степень неприводимых  делителей- 
многочленов есть 2, следовательно полем расширения 
данного бинома будет Е®. 

Замечание. В данном случае разложение бинома 28 —1 Е Е [2] 
на неприводимые множители легко находится (первые три ра- 
венства справедливы в любом кольце):
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x8 − 1 =
(
x4 − 1

) (
x4 + 1

)
,

x4 − 1 =
(
x2 − 1

) (
x2 + 1

)
,

x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1),

x2 + 1 ≡5 x2 − 4 = (x− 2)(x+ 2),

x4 + 1 ≡5 x4 − 4 =
(
x2 − 2

) (
x2 + 2

)
.

Èòîãî â F5[x] :

x8 − 1 = (x+ 1)(x− 1)(x+ 2)(x− 2)×
×
(
x2 + 2

) (
x2 − 2

)
.

Â ðåçóëüòàòå óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî
áèíîìà íà ïîëåì GF (25):

x40 − 1 = (x+ 1)5(x− 1)5(x+ 2)5(x− 2)5×
×
(
x2 + 2

)5 (
x2 − 2

)5
.

2.34. Íàéòè êîðíè f(x) = x2 + x+ 1 = 0, åñëè

(1) f(x) ∈ F2[x]; (2) f(x) ∈ F3[x]; (3) f(x) ∈ F5[x].

Ðåøåíèå. deg f(x) = 2, è ïîýòîìó f(x) èìååò 2 êîðíÿ.

(1) Ïîëèíîì f(x) íåïðèâîäèì íàä F2 ⇒ åãî êîðíè ñóòü x
è x2.

(2) Ïîëèíîì f(x) ïðèâîäèì íàä F3:

x2 + x+ 1 = x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2,

ïîýòîìó f(x) íàä F3 èìååò êîðåíü 1 ñòåïåíè 2.

(3) Ïîëèíîì f(x) íåïðèâîäèì íàä F5 ⇒ åãî êîðíè x è x5.

2.35. Íàéòè êîðíè ìíîãî÷ëåíà

f(x) = 2x4 + x3 + 4x2 + 4 ∈ F5[x].

Ðåøåíèå. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ f(x) äëÿ âñåõ x èç
F5 = { 0, 1, 2, 3, 4 }: f(0) = 4, f(1) = 1, f(2) = 0 è, òàêèì
îáðàçîì, x = 2 � êîðåíü f(x).
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Итого в Е5|5]: 

28-1 = (2+1 (2-1 (+2)(т-2)х 

х (2° +2) (22-2). 

В результате удаётся получить разложение рассматриваемого 
бинома на полем СЁЕ(725): 

20 —1 = (+1) (т - 1+ 2)°(е — 2)5х 

х (12° + 2)? (2? — 2) 

2.34. Найти корни ](т) = 1? + 2+1 = 0, если 

(П /(2) е Е]; (2) Л(х) е Ез]; (3) Л(т) е Е]. 

Решение. аес (1) = 2, и поэтому }(х) имеет 2 корня. 

(1) Полином $}(5) неприводим над Е> => его корни суть т 
и 22. 

(2) Полином (5) приводим над Ез: 

2+1 = 12 — Жж+1= (5-1), 

поэтому (12) над Ез имеет корень 1 степени 2. 

(3) Полином /(т) неприводим над Е5 = его корни х и 22. 

2.35. Найти корни многочлена, 

1(2) = 22 + 23 +427 +4Е Еь [1]. 

Решение. Вычисляем значения (5%) для всех х из 
Е5 = {0, 1,2, 3,4}: /(0) = 4, / (1) = 1 [(2) = О и, таким 
образом, 1 = 2 — корень }(7).
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Äåëÿ ¾óãîëêîì¿ f(x) íà f1(x) = x − 2 = x + 3, ïîëó÷èì
2x4 + x3 + 4x2 + 4 = (x+ 3) · (2x3 + 4x+ 3).

Äëÿ óäîáñòâà íîðìèðóåì ÷àñòíîå 2x3 +4x+3: ò. ê. 2−1 = 3,
òî âìåñòî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà 2x3 + 4x+ 3 áóäåì èñêàòü êîðíè

f2(x) = 3 · (2x3 + 4x+ 3) = x3 + 2x+ 4.

Ïåðåáîðîì ýëåìåíòîâ x ∈ F5 �

f(0) = 4, f(1) = 2, f(2) = 1, f(3) = 2, f(4) = 1,

óáåæäàåìñÿ, ÷òî f2(x) = x3 + 2x + 4 � íåïðèâîäèìûé ìíîãî-
÷ëåí1).

Ðàññìàòðèâàåì ïîëå F = F5[x]/(x
3 + 2x+ 4). ßñíî, ÷òî 2 ∈

F , è êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà f2(x) â í¼ì áóäóò x, x5, x25.

Âû÷èñëÿåì � ñ ó÷¼òîì x3 = −2x− 4 = 3x+ 1:

x5 = x2(3x+ 1) = 3x3 + x2 = 4x+ 3 + x2 =

= x2 + 4x+ 3;

x25 =
(
x5
)5

=
(
x2 + 4x+ 3

)5
= x10 + 45x5 + 35 =

= x10 + 4
(
x2 + 4x+ 3

)
+ 3 = x10 + 4x2 + x.

(ïîñêîëüêó 45 = 210 = 1024 è 35 = 81 · 3 = 243).

Íàéä¼ì îòäåëüíî x10:

x10 =
(
x5
)2

=
(
x2 + 4x+ 3

)2
=

= x4 + x2 + 32 + 3x3 + 4x+ x2 =

= x4 + 3x3 + 2x2 + 4x+ 4 =

=3̸x2+ ̸x+ ̸4x+ 3+ ̸2x2 + 4x+ 4 = 4x+ 2.

Ïðîäîëæàåì:

x25 = x10 + 4x2 + x = ̸4x+ 2 + 4x2+ ̸x = 4x2 + 2.

Îòâåò: êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) = 2x4 + x3 + 4x2 + 4 ∈ F5[x]
ñóòü 2, x, x2 + 4x + 3, 4x2 + 2 ; îíè ëåæàò â ïîëå F =
F5[x]/(x

3 + 2x+ 4).

1) à åñëè áû ýòî áûë ìíîãî÷ëåí 4-é ñòåïåíè?
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Деля «уголком» }(1) на р(1) =х-2 = х-+ 3, получим 
251 + 13 + 41? +4 = (+3). (213 +45 +3). 

Для удобства нормируем частное 213 + 45 + 3: т.к. 271 = 3, 

то вместо корней многочлена 213 + 45 + 3 будем искать корни 

№(2) = 3: (253 +42 +3) = +44. 

Перебором элементов х Е Е5 — 

(0) = 4, Л(1) = 2, 12) = 1 ЛЗ) =2, ДА) =Ь 

убеждаемся, что (т) = 23 + 2х +4 — неприводимый много- 

члено. 
Рассматриваем поле Е = Е5 [2] / (13 + 25 + 4). Ясно, что 2 Е 

Е, и корнями многочлена №(2) в нём будут т, 15, 2%. 

Вычисляем — с учётом 23 = —22 —-4= 35+ 1: 

2? = 2?(32 +1) = За 417 = 443+ = 

= 2+ 45+ 3; 

128 = (+2)? = (2? +4 + 3)? = 0+ 488+ 38 = 

= 210 +4 (27 +42+3) +3 = 210+ 4172 + т. 

(поскольку 4? = 210 = 1024 и 35 = 81.3 = 243). 

Найдём отдельно 110: 

110 = (+2)* = (2? +4ж +3)" = 

= а? + 37 +327 +4 +? = 

= 2+ 323 + 227 +42 +4 = 

=? + 4х + 3+ 252 +45 +4 = 4%+2. 

Продолжаем: 

225 = 20+ 45? +т = + 2+ 427+ х = 44? +2. 

Ответ: корни многочлена ](7) = 25“ + 23 + 41? +4 Е Е. [1] 
суть 2, т, 12? + 4х + 3, 41? +2 ; они лежат в поле Е = 

Е 5 [2] /(23 - 2х +4). 

1 а если бы это был многочлен 4-й степени?
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2.36. Íàéòè êîðíè ìíîãî÷ëåíà

f(x) = x8 + x4 + x2 + x+ 1 ∈ F2[x].

Ðåøåíèå. Ïîäáîðîì íàõîäèì, ÷òî f(x) ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèç-
âåäåíèå äâóõ íåïðèâîäèìûõ íàä F2 ìíîãî÷ëåíîâ:

x8 + x4 + x2 + x+ 1 =
(
x4 + x3 + 1

)︸ ︷︷ ︸
f1(x)

(
x4 + x3 + x2 + x+ 1

)︸ ︷︷ ︸
f2(x)

.

Óðàâíåíèÿ f1(x) = 0 è f2(x) = 0 ðàíåå áûëè ðåøåíû: èõ
êîðíè ñîîòâåòñòâåííî ñóòü

x, x2, x3 + 1, x3 + x2 + x

� â ïîëå F1 = F2[x]/
(
x4 + x3 + 1

)
è

x, x2, x3, x3 + x2 + x+ 1

� â ïîëå F2 = F2[x]/
(
x4 + x3 + x2 + x+ 1

)
.

Ñòåïåíè îáîèõ ðàñøèðåíèé ïîëÿ GF (2) ñîâïàäàþò è ïîëÿ
F1 è F2 èçìîðôíû, ò. î. âñå 8 êîðíåé óðàâíå-íèÿ f(x) = 0 ëåæàò
â ïîëå GF (24).

Äëÿ çàïèñè äàííûõ êîðíåé âûáåðåì ïðåäñòàâëåíèå F1 ïîëÿ
GF (24). Òîãäà çàïèñü êîðíåé f1(x) îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèé, à
êîðíè f2(x) íàäî ïðåäñòàâèòü êàê ýëåìåíòû F1.

Ïðèðàâíèâàÿ ìíîãî÷ëåíû, ïîðîæäàþùèå äàííûå ïîëÿ, ïî-
ëó÷èì

x4 + x3 + 1 = x4 + x3 + x2 + x+ 1 ⇒ x2 + x = x(x+ 1) = 0.

ßñíî, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå x 7→ x + 1 ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî
îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì. Ïðèìåíèì å¼ äëÿ èçîìîðôíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ïîëåé F1 ↔ F2.

Íàõîäèì ïðåäñòàâëåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f2(x) â ïîëå F1:

x 7→ x+ 1,

x2 7→ (x+ 1)2 = x2 + 1,

x3 7→ (x+ 1)3 = x3 + x2 + x+ 1,

x3 + x2 + x+ 1 7→
(
x3 + x2 + x+ 1

)
+
(
x2 + 1

)
+

2. Конечные кольца и поля 239 

2.36. Найти корни многочлена, 

1(2) = ай +1 а +тЕ Р.[]. 

Решение. Подбором находим, что }(5) разлагается в произ- 
ведение двух неприводимых над Е› многочленов: 

ааа +х+1= (+1) (ие чаи. 
© „ 

—/- —/- 

Л (2) Л2(т) 

Уравнения /1(2) = Ои }(5) = 0 ранее были решены: их 

корни соответственно суть 

т, 12, а + +т 

— в поле Ри = Е>[2] / (2 +2 +1) и 

В 

— в поле № = Е5[2] / (1 а +7? +=+1. 

Степени обоих расширений поля СЕ(2) совпадают и поля 
Е и Ё изморфны, т. о. все 8 корней уравне-ния /(1) = 0 лежат 
в поле СЕ(2“). 

Для записи данных корней выберем представление А! поля 

СЕ(2“). Тогда запись корней (т) останется без изменений, а 
корни }2(х) надо представить как элементы А\. 

Приравнивая многочлены, порождающие данные поля, по- 
лучим 

да 1 = ай ат +1 = 2 +т=4(+0=0. 

Ясно, что при подстановке х +? т + 1 полученное равенство 

останется справедливым. Применим её для изоморфного пре- 

образования полей Р! <} Ро. 

Находим представления корней многочлена (5) в поле Р\: 

тж + 1, 

д? > (2 + 1) = 2+1, 

дн (+ 1) = аа ++ 

+1 + +1 (ча + (И +
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+ (x+ 1) + 1 = x3.

Ïðîâåðèì, ÷òî, íàïðèìåð, x2 + 1 � êîðåíü f(x):

f
(
x2 + 1

)
=
(
x2 + 1

)8
+
(
x2 + 1

)4
+
(
x2 + 1

)2
+

+
(
x2 + 1

)
+ 1 =

=
(
x16 + 1

)
+
(
x8 + 1

)
+
(
x4 + 1

)
+ x2.

ßñíî: x16 = x, x4 = x3 + 1 è x8 = (x3 + 1)
2
= x6 + 1.

Ïîñêîëüêó x5 = x4 + x = x3 + x+ 1, òî
x6 = x4 + x2 + x = x3 + x2 + x+ 1 è x8 = x3 + x2 + x.

Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ f(x2+1) ïîëó÷åííûå ïîëèíî-
ìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñòåïåíåé x, ïîëó÷èì

f(x2 + 1) = (x+ 1) +
(
x3 + x2 + x+ 1

)
+ x3 + x2 = 0.

Îòâåò: ìíîãî÷ëåí f(x) = x8 + x4 + x2 + x + 1 ∈ F2[x] èìååò â
ïîëå F2[x]/(x

4 + x3 + 1) êîðíè x, x2, x2+1, x3, x3+1, x3+x2+x,
x+ 1, x3 + x2 + x+ 1.

2.37. Íàéòè êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

f(x) = x4 + 2x+ 2 ∈ F3[x].

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó f(0) = f(1) = 2, f(2) = 1, òî f(x) ëè-
íåéíûõ äåëèòåëåé íå èìååò.

Ïðîâåðèì ñóùåñòâîâàíèå êâàäðàòè÷íûõ:

f(x) = x4 + 2x+ 2 =
(
x2 + ax+ b

) (
x2 + cx+ d

)
=

= x4 + cx3 + dx2x+ ax3 + acx2 + adx+ bx2 + bcx+ bd =

= x4 + (a+ c)x3 + (b+ ac+ d)x2 + (ad+ bc)x+ bd.

Îòñþäà

1) c = −a, è êîýôôèöèåíò ïðè x2 åñòü
b− a2 + d = 0;

2) èç bd = 2 ñëåäóåò, ÷òî ëèáî b = 1 è d = 2, ëèáî b = 2 è
d = 1, òî åñòü â ëþáîì ñëó÷àå b+ d = 3 = 0;

3) íî òîãäà èç ï. (1) a2 = 0, òî åñòü a = c = 0 è êîýôôèöèåíò
ïðè x ðàâåí 0 ⇒ ïðîòèâîðå÷èå.
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+ (+ +1= 27. 
Проверим, что, например, 12 + 1 — корень }(2): 

РР) (+++ 2+7 
+ (+1 +1 = 

- (21941) 4+ (8+0 + (+0422. 

Ясно: 216 = д, 4 = 23 +1 и 48 = (43+1) = 48+ 1. 
Поскольку 15 = 21 + х= а +т+1, то 

16 = 24 а? + х=аЗ+ а + Ти 28 = 23 +172 +1. 
Подставляя в выражение для }(1? + 1) полученные полино- 

миальные представления степеней т, получим 

(а? +1) = аи (ее +2 +2 = 0. 

Ответ: многочлен }(52) = 18 + 41 + 12 + +ТЕ Е.[1] имеет в 
поле Е5[1]/(2“ + 23 + 1) корни х, 12, 12-1, 23, 23 +1, аз а? т, 
т-+ 1, 28+ 42+%+1. 

2.37. Найти корень многочлена 

1(2) = “+2+2Е Е]. 

Решение. Поскольку }(0) = }(Т) =2, 1 (2) = 1, то 1(5) ли- 
нейных делителей не имеет. 

Проверим существование квадратичных: 

1(т) = “+2 +2 = (27 +аз +5) (47 + сх + а) — 

= 41+ сд + ал2х + ахЗ + аст? + аах + 617 + вех + а = 

= 2“ + (а+ са? + (6 -- ас+ а)? + (аа + 5х + 94. 

Отсюда 

1) с= —а, и коэффициент при 2? есть 

6 -а+а=0; 

2) из Ба = 2 следует, что либо 6 =Ти4 = 2, либо 6 =2и 

4 = 1, то есть в любом случае В+Аа=3 = 0; 

3) но тогда из п. (1) а? = 0, то есть а = с = 0 и коэффициент 
при т равен 0 = противоречие.
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Òàêèì îáðàçîì ïîëèíîì f(x) íàä F3 íåïðèâîäèì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîëå F3[x]/(x
4 + 2x+ 2).

Â í¼ì x4 +2x+2 = 0, èëè x4 = x+1 = 0, à êîðíè f(x) ñóòü
x, x3, x32 , x33 .

Âû÷èñëèì x9 è x27:

x9 =
(
x4
)2

x = (x+ 1)2x = x3 + 2x2 + x;

x27 =
(
x9
)3

=
(
x3 + 2x2 + x

)3
= x9 + 2x6 + x3 =

= . . . = x3 + x2 + x.

Îòâåò: ïîëèíîì f(x) = x4+2x+2 èìååò êîðíè x, x3, x3+2x2+x,
x3 + x2 + x â ïîëå F3[x]/(f(x)).

2.38. Íàéòè êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) = x5 + x2 + 1 íàä F2.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó f(0) = f(1) = 1, ïîëèíîì f(x) ëèíåé-

íûõ äåëèòåëåé íå èìååò. Êðîìå òîãî,

x5 + x2 + 1 =
(
x2 + x+ 1

) (
x3 + x2

)
+ 1,

òî åñòü ïîëèíîì f(x) íå èìååò è (åäèíñòâåííîãî) êâàäðàòè÷íîãî
íåðàçëîæèìîãî äåëèòåëÿ è, ïîñêîëüêó åãî ñòåïåíü ðàâíà 5, òî
îí íåïðèâîäèì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîëå F2[x]/(x
5 + x2 + 1).

Â í¼ì

f(x) = x5 + x2 + 1 = 0, òî åñòü x5 = x2 + 1 = 0,

è åãî êîðíè ñóòü x, x2, x22 , x23 , x24 .
Âû÷èñëèì x8 è x16:

x8 = x5x3 =
(
x2 + 1

)
x3 = x5 + x3 = x3 + x2 + 1;

x16 =
(
x8
)2

=
(
x3 + x2 + 1

)2
= x6 + x4 + 1 =

= x5x+ x4 + 1 = (x3 + x) + x4 + 1 =

= x4 + x3 + x+ 1.

Îòâåò: â ïîëå F2[x]/(x
5 + x2 + 1) óðàâíåíèå

f(x) = x5 + x2 + 1 = 0

èìååò êîðíè x, x2, x4, x3 + x2 + 1, x4 + x3 + x+ 1.
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Таким образом полином ](5) над Ез неприводим. 

Теперь рассмотрим поле Ез|1]/(х^ + 25 +2). 
В нём 2 +252 = 0, или 21 = 2+1 = 0, а корни 1(1) суть 

1, 23, 13’, 2%. 
Вычислим т 

2? = (1) = (2+1)25 = 29+ 227 + 5; 

Зи 177: 

127 = (23) = (29+ 222? + 2)° = 29+ 228 +23 = 

=... = ча +. 

Ответ: полином }(5) = 21+2х-+2 имеет корни х, 23, 23+212 + т, 

13 + 12 + х в поле Ез [2] /(}(5)). 

2.38. Найти корни многочлена }(т) = 2? + 1? +1 над Е. 

Решение. Поскольку (0) = }(1) = 1, полином $}(15) линей- 
ных делителей не имеет. Кроме того, 

а -1 = (т +=+1) (28 +27) +1, 

то есть полином } (5) не имеет и (единственного) квадратичного 

неразложимого делителя и, поскольку его степень равна 5, то 

он неприводим. 

Рассмотрим теперь поле Е>[1]/ (15 + 12 +1). 
В нём 

1(т) = + +1=0, то есть 2 =2+1=0, 

2 2.22 1.23 „24 
и его корни суть т, 1%", 2“, 1,4“. 

Вычислим 28 и 116: 

ай = аа = (уе ЕНИНЕ 

116 = (2°)* = (9 +22+1)” = аа -+1 = 

= дет = (аа += 

= аа т+1. 

Ответ: в поле Е5[1]|/(х? + 2? + 1) уравнение 

1(2) = 2-2? +1=0 

имеет корни Хх, 12, 1^, 13 + 22 + 1, а + а +х+1.
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3. Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

3.1. Ïîñòðîèòü ïîðîæäàþùóþ G è ïðîâåðî÷íóþ H ìàòðèöû
äëÿ ïðîñòåéøèõ êîäîâ: (1) óòðàèâàíèÿ è (2) îäíîé ïðîâåðêè íà
÷¼òíîñòü.

Ðåøåíèå.
1. Êîä óòðàèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì [ 3, 1, 3 ]-êîäîì, ó êî-

òîðîãî

G1×3 =
[
1 | 1 1

]
, I1 =

[
1
]
, P1×2 =

[
1 1
]
,

P T =

[
1
1

]
, I2 =

[
1 0
0 1

]
, H2×3 =

[
1 1 0
1 0 1

]
.

2. Êîä ïðîâåðêè íà ÷¼òíîñòü åñòü [n, n−1 ]-êîä, çàäàâàåìûé
ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé

G(n−1)×n =


1 0 . . . 0 0 1
0 1 . . . 0 0 1

. . .
0 0 . . . 0 1 1


èëè ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé

H1×n =
[
1 . . . 1 | I1

]
=
[
1 1 . . . 1

]
.

3.2. Îïðåäåëèòü åãî êîäîâîå ðàññòîÿíèå ëèíåéíîãî [ 6, 3 ]-êîäà,
çàäàííîãî ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé

H =

 1 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 1 1

 .

Ðåøåíèå. Êîäèðóåì âñåâîçìîæíûå íåíóëåâûå ñîîáùåíèÿ u
(îíè 3-õ áèòîâûå):

v = uH.
Ïîëó÷àåì

u 100 010 110 001
v 100110 010011 110101 00111

u 101 011 111
v 101001 011100 111010
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3. Коды, исправляющие ошибки 

3.1. Построить порождающую С и проверочную Н матрицы 

для простейших кодов: (1) утраивания и (2) одной проверки на 
четность. 

Решение. 
1. Код утраивания является линейным [3, 1, 3|-кодом, у ко- 

торого 

бы = 110, Л=Ш, Рж=ПИ, 
оп по то 

Р |, 5 = |0 1!’ Нэхз = 101‘ 

2. Код проверки на чётность есть [7, ®п—1 |-код, задаваемый 

порождающей матрицей 

10 00 1 

0 1 001 
С (и-т)хп — 

0 Отт 

или проверочной матрицей 

Их = [1..1 |1] = [11...1. 

3.2. Определить его кодовое расстояние линейного [ 6, 3 |-кода, 

заданного порождающей матрицей 

100110 

Н=101001 1 

ОО 1 

Решение. Кодируем всевозможные ненулевые сообщения и 

(они 3-х битовые): 
и = иН. 

Получаем 

м || 100 010 119 001 

® | 100110 | 010011 | 110101 | 00111 

и || 101 011 111 

% || 101001 | 011100 | 111010 
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Êîäîâîå ðàññòîÿíèå ëèíåéíîãî êîäà � íàèìåíüøèé âåñ êî-
äîâîãî ñëîâà, â äàííîì ñëó÷àå d = 3.

3.3. Ïî ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöå H äâîè÷íîãî ëèíåéíîãî êîäà C

H =


0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 0 0
0 1 0 0 1 1 1
1 1 0 1 1 1 0


ïîñòðîèòü ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó G è íàéòè d(C).

Ðåøåíèå. Îñóùåñòâëÿÿ ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ áà-
çèñà äóàëüíîãî êîäà (íå ìåíÿþùèå åãî ñàìîãî è, ñëåäîâàòåëüíî,
è êîäà C), ïîëó÷èì

Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà H ′ èìååò âèä

H ′ =
[
P T I6

]
, P =

[
0 1 0 1 0 1

]
,

245 3. Коды, исправляющие ошибки 

> > 
иного кода — наименьший вес ко- Кодовое расстояние лине 

дового слова, в данном случае 4 = 3. 

3.3. По проверочной матрице Н двоичного линейного кода С 

ООО 1 

0110011 

1010111 

0011100 

0100111 

1101110 

построить порождающую матрицу С и найти а(С). 

Решение. Осуществляя эквивалентные преобразования ба- 

зиса дуального кода (не меняющие его самого и, следовательно, 

и кода С’), получим 

1 0 0 

0 

1 

1 

0 

10000, 

|. 
1 ог 000 

того 

0001000 

0 100 

1 10 

отоо0о00 100000 1 

00000 

0100000 

1 

1 

0 

0 

1 

Проверочная матрица Н’ имеет вид 

Р=[010101], Н' = [РТБ],
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ïîýòîìó ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà G èìååò âèä

G = [ I1 P ] ,

ò. å.
G =

[
1 0 1 0 1 0 1

]
.

Êîä C ñîäåðæèò, òàêèì îáðàçîì âñåãî äâà íàáîðà:

[ 0 0 0 0 0 0 0 ] è [ 1 0 1 0 1 0 1 ],

è, ñëåäîâàòåëüíî, d(C) = 4.

3.4. Äëÿ êîäà Õýììèíãà, çàäàííîãî ñâîåé ïðîâåðî÷íîé ìàòðè-
öåé

H =

 0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 0
1 0 1 1 1 0 0


òðåáóåòñÿ

1) ïîñòðîèòü ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó G êîäà äëÿ ñèñòåìà-
òè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì áèòû èñõîäíîãî ñî-
îáùåíèÿ ïåðåõîäÿò â ïîñëåäíèå áèòû êîäîâîãî ñëîâà;

2) íàéòè òàêîå êîäèðîâàíèå äëÿ ñîîáùåíèé

u1 = [ 1 1 0 1 ], u2 = [ 1 0 0 1 ].

Ðåøåíèå. Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà H èìååò ðàçìåðíîñòü 3×7,
è êîä ïðè äëèíå n = 7 ñîäåðæèò m = 3 ïðîâåðî÷íûõ è k = 7−
3 = 4 èíôîðìàöèîííûõ áèò.

Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà G, îáåñïå÷èâàþùàÿ òðåáóåìîå
ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå, äîëæíà èìåòü âèä

[
P I4

]
.

Ìàòðèöó P ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðèâåñòè ïðîâåðî÷íóþ
ìàòðèöó H ê âèäó

[
I3 P T

]
, ïðåîáðàçóÿ ñòðîêè:0 0 1 0 1 1 1

0 1 0 1 1 1 0
1 0 1 1 1 0 0

 (1)↔(3)−−−−→

1 0 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1

 −→
(1)+(3) 7→(1)−−−−−−−→

1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1


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поэтому порождающая матрица С’ имеет вид 

а — [1 Р] ; 

т. е. 
а=[тототот.. 

Код С содержит, таким образом всего два набора: 

[0000000] и [1010101], 

и, следовательно, 4(С) = 4. 

3.4. Для кода Хэмминга, заданного своей проверочной матри- 

пои оототт 1 
Н=101011т1тоО 

1011100 

требуется 

1) построить порождающую матрицу С’ кода для система- 

тического кодирования, при котором биты ИСХОДНОГО СО- 

общения переходят в последние биты кодового слова; 

2) найти такое кодирование для сообщений 

и = [1101], м = [1001]. 

Решение. Проверочная матрица Н имеет размерность 3 Х 7, 

и код при длине п = 7 содержит т = 3 проверочных и К =7-— 

3 = 4 информационных бит. 

Порождающая матрица кода С, обеспечивающая требуемое 

систематическое кодирование, должна иметь вид [Р []. 

Матрицу Р можно получить, если привести проверочную 

матрицу Н к виду [13 РТ], преобразуя строки: 

ОИ и ТОТ тоО 

0101110 ——50101110 + 

1011100 0010111 

{4)+ (8) а) 1001011 

—510101110 

0010111
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Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü òðåáóåìóþ ïîðîæäàþùóþ ìàòðè-
öó è îñóùåñòâèòü êîäèðîâàíèå:

G =


1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1

,
[
v1

v2

]
=

[
u1

u2

]
×G =

[
0 0 0 1 1 0 1
0 1 1 1 0 0 1

]
.

Î÷åâèäíî áûë çàäàí [ 7, 4 ]-êîä Õýììèíãà.
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Теперь можно построить требуемую порождающую матри- 

цу и осуществить кодирование: 

з
е
 
=
 

Очевидно был задан [7, 4]-код Хэмминга.
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3.5. Öèêëè÷åñêèé [ 9, 3 ]-êîä çàäàí ñâîèì ïîðîæäàþùèì ïîëè-
íîìîì

g(x) = x6 + x3 + 1.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü åãî êîäîâîå ðàññòîÿíèå d, à òàêæå
îñóùåñòâèòü ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå ïîëèíîìà

u(x) = x2 + x ↔ [ 0 1 1 ].

Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ íàéä¼ì âñå
êîäîâûå ñëîâà:

v(x) = g(x)(ax2 + bx+ c) =

=
(
x6 + x3 + 1

) (
ax2 + bx+ c

)
=

= ax8 + bx7 + cx6 + ax5 + bx4 + cx3 + ax2 + bx+ c.

Â âåêòîðíîì âèäå âñå îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê

[ a, b, c, a, b, c, a, b, c ],

òî åñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êîä òð¼õêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ, ó êîòî-
ðîãî d = 3.

Ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå ñîîáùåíèÿ u(x):

u(x) 7→ v(x) = x6u(x) + r(x).

1. Âû÷èñëÿåì x6u(x) = x6 (x2 + x) = x8 + x7.

2. Íàõîäèì îñòàòîê r(x) îò äåëåíèÿ x6u(x) íà g(x):

x8 + x7 x6 + x3 + 1

x8 + x5 +x2 x2 + x

x7 + x5 + x2

x7 + x4 + x

x5 + x4 + x2 + x

Òàêèì îáðàçîì r(x) = x5 + x4 + x2 + x è

v(x) = x8 + x7 + x5 + x4 + x2 + x ↔ [ 0 1 1 0 1 1 0 1 1 ].
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3... Циклический |9, 3|-код задан своим порождающим поли- 

номом в 
9(1) =’ + 17 +1. 

Требуется определить его кодовое расстояние 4, а также 

осуществить систематическое кодирование полинома 

и(х) = ах + [011]. 

Решение. Для определения кодового расстояния найдём все 

кодовые слова: 

5(т) = 9(2) (ал? + + с) = 

= (2+ +1) (ал? - 6 + с) = 

— ал8 + 6х" + с18 + ал? + 6й + сд3 + ал? + 6 + с. 

В векторном виде все они представляются как 

[а 6, са, 6, са, 6, с], 

то есть рассматривается код трёхкратного повторения, у кото- 

рого 4 = 3. 

Систематическое кодирование сообщения и(1): 

и(2) => (1) = хби(х) + т(т). 

1. Вычисляем 26и(х) = 28 (22 + т) = аа. 

2. Находим остаток т(х) от деления 2би(т) на 9(т): 

2 а" 26 аз +1 

28 + 2 +22 72+ т 

Таким образом г(т) = 2? + 21 +12 +ти 

5(т) = аа" ай фа т % [011011011].
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3.6. Ïóñòü n = 5 è α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ F5
2 = F .

Íàéòè ðàçëîæåíèå F ∗ íàä F2.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæåíèå F ∗ íàä F2 åñòü
{α0 = 1 = α31 }, {α, α2, α4, α8 α16 },

{α3, α6, α12, α24, α17}, {α5, α10, α20, α9, α18},
{α7, α14, α28, α25, α19}, {α11, α22, α13, α26, α21},

{α15, α30, α29, α27, α23}.

3.7 (øóòêà). Ïîñòðîèòü êîä Á×Õ äëèíîé n = 3, èñïðàâëÿþùèé
r = 1 îøèáêó.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó n = 3 = 2t − 1, òî t = 2. Ìóëüòèïëè-
êàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ F2

2 ðàçáèâàåòñÿ íà äâà öèêëîòîìè÷åñêèõ
êëàññà

C0 = {α0 = 1 = α3 }, C1 = {α, α2 },
ãäå α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ. Íóëè α, α2 êîäà íàõîäÿòñÿ
â êëàññå C1.

Ïîëå F2
2 ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì, êàê

F2[x]/ (x
2 + x+ 1). Â íåì α = x, α2 = α + 1 è ì. ì. êëàññà C1

åñòü mα(x) = x2+x+1 = g(x). Èìååì deg g(x) = 2 = m è k = 1,
ò. å. çàêîäèðîâàíû ìîãóò áûòü äâà îäíîáèòíûõ ñîîáùåíèÿ: S =
{ 0, 1 }.

Êîäèðîâàíèå:

0 · (x2 + x+ 1) ≡ 0 ↔ [ 0 0 0 ],

1 · (x2 + x+ 1) = x2 + x+ 1 ↔ [ 1 1 1 ],

è ïîëó÷åí êîä óòðàèâàíèÿ.

3.8. Ïóñòü α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ F(4) = F4
2 =

F2[x]/(x
4 + x+ 1). Äëÿ êîäà Á×Õ ñ íóëÿìè α, α2, α3, α4 è ïðè-

íÿòîãî ñëîâà
w(x) = x14 + x10 + x5 + x4.

íàéòè ïîëèíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê σ(x).

Ðåøåíèå. Ïîëå F(4) åñòü ôàêòîðêîëüöî ïî èäåàëó ïðèìèòè-
âíîãî ìíîãî÷ëåíà x4 + x+ 1, â í¼ì α = x è α4 = α + 1.

Òàáëèöà ñîîòâåòñòâèé ìåæäó ñòåïåííûì è ïîëèíîìèàëü-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì ýëåìåíòîâ ïîëÿ:
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3.6. Пусть п = Биа — примитивный элемент поля Е? = РК. 

Найти разложение РЁ” над Е. 

Решение. Разложение Ё* над Е. есть 
{аб —1 — а! }, {а, а, ой, о аб }, 

3 6 оо 5 10 20 9 13 { а’, а’, ат, а, а}, а’, а, а, а, а" }, 
74 28 5 19 22 13 26 27 Ча а“, а, а”, а”, фа, а®, а°, а, а}, 

{аб а, а 9, а?Т, о}. 

3.7 (шутка). Построить код БЧХ длиной п = 3, исправляющий 

= 1 ошибку. 

Решение. Поскольку п = 3 = 21 — 1, то & = 2. Мультипли- 

кативная группа поля Е2 разбивается на два циклотомических 
класса, 

Со = {@=1=а?}, С, = {аа}, 
где а — примитивный элемент поля. Нули а, а? кода находятся 

в классе Сл. 

Поле Е? может быть построено единственным образом, как 

Е>|1]/ (12 +т+1). В нем а = х, а? = а+ Тим. м. класса Су 
есть то(2) = 12+ %+1 = 9(5). Имеем 4ес 9(х) =2 = тик =1, 
т. е. закодированы могут быть два однобитных сообщения: 5 = 

{0,1}. 

Кодирование: 

0. (72 +1) =0 < [000], 

1. (2? +241) =а +541 [111) 

и получен код утраивания. 

3.8. Пусть а — примитивный элемент поля Ё(4) = Е = 

Е.|1] /(х^ + х + 1). Для кода БЧХ с нулями а, а2, аЗ, а\ и при- 
нятого слова ше) = 2 4 210 аб а. 

найти полином локаторов опгибок 0(т). 

Решение. Поле Ё(4) есть факторкольцо по идеалу примити- 

вного многочлена 4“ + 2 + 1, в нём а =хи ой =а+ 1. 

Таблица соответствий между степенным и полиномиаль- 

ным представлением элементов поля:
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α α 0010

α2 α2 0100

α3 α3 1000

α4 α + 1 0011

α5 α2 + α 0110

α6 α3 + α2 1100

α7 α3 + α + 1 1011

α8 α2 + 1 0101

α9 α3 + α 1001

α10 α2 + α + 1 0111

α11 α3 + α2 + α 1110

α12 α3 + α2 + α + 1 1111

α13 α3 + α2 + 1 1101

α14 α3 + 1 1001

α15 1 0001
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а | а 0010 

а? | а? 0100 

о? | аз 1000 

о | а+1 0011 

о | {а 0110 

об | аз + а? 1100 

а’ | +а+1 1011 

о | 9+1 0101 

@ | аЗ+а 1001 

сб | о +фа+1 0111 

ой! | + а? + а 1110 

ой? | о та? фа+т| ии 

ай 3 | ОЗ фа +1 1101 

а4 | ОЗ +1 1001 

аб |1 0001 
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Âû÷èñëèì ñèíäðîìû:

s1 = w(α) = α14 + α10 + α5 + α4 =

= (α3 + 1) + (α2 + α + 1) + (α2 + α) + (α + 1) =

= α3 + α + 1 = α7,

s2 = w(α2) = (w(α))2 = α14,

s3 = w(α3) = α12 + 1 + 1 + α12 = 0,

s4 = w(α4) =
(
w(α2)

)2
= α28 = α13.

Ïîýòîìó ñèíäðîìíûé ïîëèíîì åñòü

s(x) = α13x4 + α14x2 + α7x+ 1.

Íóëåé êîäà âñåãî 4, ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëî èñïðàâëÿåìûõ
îøèáîê ν íå áîëåå 2 = r. Ðåøèì ñîîòíîøåíèå Áåçó

x2r+1a(x) + s(x)σ(x) = λ(x), deg λ(x) ⩽ r = 2.

ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà.

Øàã 0. r−2(x) = x5,
r−1(x) = s(x),
σ−2(x) = 0,
σ−1(x) = 1.

Øàã 1. r−2(x) = r−1(x)q0(x) + r0(x),
q0(x) = α2x,
r0(x) = αx3 + α9x2 + α2x,
σ0(x) = −q0(x) = α2x.

Øàã 2. r−1(x) = r0(x)q1(x) + r1(x),
q1(x) = α12x+ α5,
r1(x) = α14x2 + 1,
deg r1(x) = 2 ⩽ r,

σ1(x) = σ−1(x)− σ0(x)q1(x) =
= 1 + α2x(α12x+ α5) =
= α14x2 + α7x+ 1︸ ︷︷ ︸

ïîëèíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê

= σ(x).
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Вычислим синдромы: 

81 = ш(а) = а та + а?+ ай = 

= (+1 + (а ат) + (< +а) + («+1 = 

= Зфа+чт=а", 

(а?) = (и(а))* = а“, 
83 = ш(а) = а? +1-+1+а? = 0, 

(70) (“) = (ш(а?))” = а28 = а. 

Поэтому синдромный полином есть 

8(1) = а За“ + ат? а’ + 1. 

Нулей кода всего 4, следовательно число исправляемых 

ошибок и не более 2 = г. Решим соотношение Безу 

д" Та(т) + 8(х)о(2) = Л(т), 4ее (т) <т=2. 

с помощью обобщённого алгоритма Евклида. 

Шаг 0. г_2(5) = 2? 
8 

Шаг 1. тг_2(5) = г_1(5)40 (5) + то(5), 

4%(2) = а?х, 
то(7) = аз - ат? + о, 

(2) = —4%(2) = ах 

Шаг 2. т_1(5) = т(1)91 (2) + т1(х), 

т1(т) = а1142 + 1, 
ест: (1) =2 < т, 

01(т) = 9—1(5) — 00(1)41(2) = 
= 1+ а?%(а2т + а?) = 
= а? -ая-1Т = 0(1). 

полином локаторов ошибок 
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3.9. Ðàññìîòðèì êîä Á×Õ, íóëè êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñòå-
ïåíÿìè α, ãäå α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ F4

2 =
F2[x]/(x

4 + x+ 1) = F(4).
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ïðèíÿòîãî ñëîâà w(x) ïîëèíîì ëîêà-

òîðîâ îøèáîê åñòü

σ(x) = α2x2 + α6x+ 1.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîçèöèè îøèáîê â w(x).

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì êîðíè (èõ 2, ïîëèíîì êâàäðàòíûé) ïîëè-
íîìà ëîêàòîðîâ îøèáîê ïîëíûì ïåðåáîðîì.

Äëÿ âû÷èñëåíèé óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöåé ñîîòâåò-
ñòâèé ìåæäó ñòåïåííûì è ïîëèíîìèàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì
ýëåìåíòîâ ïîëÿ, âû÷èñëåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

σ(α) = α4 + α7 + 1 = α3 + 1,

σ(α2) = α6 + α8 + 1 = α3,

σ(α3) = α8 + α9 + 1 = α3 + α2 + α,

σ(α4) = α10 + α10 + 1 = 1,

σ(α5) = α12 + α11 + 1 = 0,

σ(α6) = α14 + α12 + 1 = α2 + α + 1,

σ(α7) = α16 + α13 + 1 = α3 + α2 + α,

σ(α8) = α18 + α14 + 1 = 0.

Äàëüøå ìîæíî íå âû÷èñëÿòü: îáà êîðíÿ σ(x) íàéäåíû.
Èòàê, äàííûé ïîëèíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê èìååò êîðíè α5 è α8.
Îïðåäåëÿåì ïîçèöèè îøèáîê:

−5 ≡15 10, −8 ≡15 7.

3.10. Ïîñòðîèòü 31-ðàçðÿäíûé Á×Õ-êîä äëÿ èñïðàâëåíèÿ íå
ìåíåå r = 3 îøèáîê.

Ðåøåíèå. Èìååì n = 31 = 25 − 1, t = 5, 2r = 6.
Ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x) êîíñòðóèðóåìîãî êîäà äîë-

æåí èìåòü êîðíè α, α2, α3, α4, α5, α6, ãäå α � ïðèìèòèâíûé
ýëåìåíò ïîëÿ F = F5

2.
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3.9. Рассмотрим код БЧХ, нули которого определяются сте- 

пенями а, где а — примитивный элемент поля № = 

Е> [2] / (2 += +1 = Еф. 
Пусть для некоторого принятого слова (т) полином лока- 

торов ошибок есть 

с(т) = а? 1? + аб + 1. 

Требуется определить позиции ошибок в 1(т.). 

Решение. Найдём корни (их 2, полином квадратный) поли- 

нома локаторов ошибок полным перебором. 

Для вычислений удобно пользоваться таблицей соответ- 
ствий между степенным и полиномиальным представлением 
элементов поля, вычисленной в предыдущей задаче. 

(а) = аа’ +1 = +1, 

(©?) = оба +1 = а), 

с(а) = аа’ +1 = фа? +а, 

с(о“) = а а +1 = 1, 

с(о?) = а? ай -+1 = 0, 

с(об) = а‘ а? +1 = а фа+1, 

о(а') = оба? +1 = + а? +а, 

с(о*) = а На“-+1 = 0. 

Дальше можно не вычислять: оба корня 0(5%) найдены. 

Итак, данный полином локаторов ошибок имеет корни @ и а. 

Определяем позиции ошибок: 

—5 =15 10, —8 =15 7. 

3.10. Построить 31-разрядный БЧХ-код для исправления не 

менее т = 3 ошибок. 

Решение. Имеем п = 31 = 2—1, &= 5, № = 6. 
Порождающий многочлен 9(5%) конструируемого кода дол- 

жен иметь корни а, а?, а, а“, а?, аб, где а — примитивный 

элемент поля Ё = №5.
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Ïðè ðàçáèåíèè F ∗ íà öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû âñåã-
äà áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü ïÿòèýëåìåíòíûé êëàññ C1 =
{α, α2, α4, α8, α16 }.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 3.6 íà ñ. 247 î ðàçëîæåíèå F ∗ íà êëàññû
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè êëàññû òàêæå áóäóò ïÿòèýëåìåíòíû-
ìè:

C2 =
{
α3, α6, α12, α24, α17

}
;

C3 =
{
α5, α10, α20, α9, α18

}
.

Íà ñ. 41 áûëè ïðèâåäåíû íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû 5-é ñòå-
ïåíè íàä F2: èõ øåñòü �

1) x5 + x2 + 1, 4) x5 + x4 + x2 + x+ 1,

2) x5 + x3 + 1, 5) x5 + x4 + x3 + x+ 1,

3) x5 + x3 + x2 + x+ 1, 6) x5 + x4 + x3 + x2 + 1.

Âî ìíîãèõ ìîíîãðàôèÿõ2) åñòü òàáëèöû íåïðèâîäèìûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ. Â íèõ óêàçàíî, ÷òî âñå ýòè ìíîãî÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ ïðè-
ìèòèâíûìè, òî åñòü âñå îíè ìîãóò áûòü âûáðàíû â êà÷åñòâå ïî-
ðîæäàþùåãî ïîëå ïîëèíîìà a(x).

Ïîëîæèì a(x) = x5+x3+1 (ìíîãî÷ëåí � 2) è òîãäà g(x) =
a(x), α5 = α3 + 1, α31 = 1.

Îïðåäåëèì, êàêèå èç îñòàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîîòâåòñòâóþò
öèêëîòîìè÷åñêèì êëàññàì äëÿ α3 è α5.

Èìååì:
äëÿ ìíîãî÷ëåíà � 3 �(
x5 + x3 + x2 + x+ 1

) ∣∣
x=α3 = α15 + α9 + α6 + α3 + 1 =

= (α3 + 1)3 + α4(α3 + 1) + α(α3 + 1) + α3 + 1 = . . . = 0,

äëÿ ìíîãî÷ëåíà � 5 �(
x5 + x4 + x3 + x+ 1

) ∣∣
x=α5 = α25 + α20 + α15 + α5 + 1 =

= (α3 + 1)5 + (α3 + 1)4 + (α3 + 1)3 + α5 + 1 = . . . = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

2) ñì., íàïðèìåð, [8], Òîì 1, Òàáëèöà C.
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При разбиении ЕК” на циклотомические классы всег- 

да будет присутствовать пятиэлементный класс С = 

Та, а2, ай, а8, аб }. 

При решении задачи 3.6 нас. 247 о разложение Ё”* на классы 

было установлено, что эти классы также будут пятиэлементны- 

ми: 

12 24 1 
Сь = {а®, а, а ‚ @ ‚ат }; 

С — { а?, о, а, об, о 8 } , 

На с. 41 были приведены неприводимые многочлены 5-й сте- 

пени над Ро: их шесть — 

П фе чь, 4) жа ат, 

2) +2 +1, 5) да а т+1, 

3) 1 +23 +22 + 2+1, 6) а? + аа +1. 

Во многих монографиях?) есть таблицы неприводимых мно- 

гочленов. В них указано, что все эти многочлены являются при- 

митивными, то есть все они могут быть выбраны в качестве по- 

рождающего поле полинома а(т). 

Положим а(2) = 15° + 13 +1 (многочлен № 2) и тогда 9(1) = 
а(х), а = + Тай = 1. 

Определим, какие из остальных многочленов соответствуют 

циклотомическим классам для аз И аб. 

Имеем: 

для многочлена № 3 — 

(2? ++ +х+1) | оз = а? а? аб +а+1 = 

= (+ 1) + а^(а + 1) а + П+а+т=... = 0, 

для многочлена № 5 — 

(аа |5 = а + а а? +а?+1 = 

= (+1) + (+1 + (а + За +тТ=... = 0. 

Таким образом, 

2) см., например, [8], Том 1, Таблица С.
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g2(x) = x5 + x3 + x2 + x+ 1, gα5(x) = x5 + x4 + x3 + x+ 1

è ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí äëÿ [31, 16, 7]-êîäà Á×Õ åñòü

g(x) = g1(x) · g2(x) · g3(x) =

= x15 + x11 + x10 + x9 + x8 + x7 + x5 + x3 + x2 + x+ 1,

deg g(x) = m = 15, k = n−m = 16.

3.11. Ðàññìîòðèì Á×Õ-êîä, íóëè êîòîðîãî åñòü ñòåïåíè ïðèìè-
òèâíîãî ýëåìåíòà α ïîëÿ F(4) = F2[x]/(x

4 + x+ 1).
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ïðèíÿòîãî ñëîâà íàéäåí ïîëèíîì ëî-

êàòîðîâ îøèáîê: σ(x) = α6x+ α15. Îïðåäåëèòü ïîçèöèè îøèáîê
â äàííîì ñëîâå.

Ðåøåíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèé â ïîëå F(4) íàì ïîíàäîáèòñÿ òàá-
ëèöà, óæå ïîñòðîåííàÿ íà ñ. 46.

Ïåðåáîðîì íàéä¼ì êîðíè ïîëèíîìà îøèáîê

σ(x) = α6x+ α15 = α6x+ 1 = (α3 + α2)x+ 1.

σ(α) = α4 + α3 + 1 = α + α3 ̸= 0;

σ(α2) = α5 + α4 + 1 = α2 + α + α + 1 + 1 = α2 ̸= 0;

. . . . . .

σ(α9) = α12 + α11 + 1 =

= (α3 + α2 + α + 1) + (α3 + α2 + α) + 1 = 0.

σ(x) åñòü ïîëèíîì 1-é ñòåïåíè, îí èìååò ëèøü îäèí óæå
íàéäåííûé êîðåíü x = α9, è ïåðåáîð ìîæíî ïðåêðàòèòü.

Íàõîäèì ïîçèöèþ åäèíñòâåííîé îøèáêè:

−9 ≡15 6.
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92(2) = а аа +т- 1 9(2) = +++ 5+1 

и порождающий многочлен для [31, 16, 7|-кода БУХ есть 

9(%) = 91(т) - 92(4) - 93(2) = 

= аи 0 +29 раза а ча + 
4е5 9(1) = т = 15, К=п-т = 16. 

3.11. Рассмотрим БЧХ-код, нули которого есть степени прими- 

тивного элемента с поля Ё(4) = Е>[4]/ (2 + +1. 
Пусть для некоторого принятого слова найден полином ло- 

каторов оптибок: 0(5) = аб + а. Определить позиции опибок 

в данном слове. 

Решение. Для вычислений в поле Ё(4) нам понадобится таб- 

лица, уже построенная на с. 46. 

Перебором найдём корни полинома ошибок 

с(т) = аб фа” = аб +1 = (+ а?) 2+1. 

д(о) = ата +1 = а+а? # 0; 

(а?) = аб ай +1 = а? таа+1+1 = а? # 0; 

= (ча? -+а+1) + (а +а) +1 = 0. 

с(т) есть полином 1-Й степени, он имеет лишь один уже 

найденный корень 1 = а, и перебор можно прекратить. 

Находим позицию единственной ошибки: 

—9 =15 6.
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4. Òåîðåìà Ïîéà

4.1. Íàéäèòå ïîðÿäîê ñòàáèëèçàòîðîâ ïðîèçâîëüíîé
(a) âåðøèíû, (á) ðåáðà, (â) ãðàíè êóáà ïðè äåéñòâèè ãðóïïû
îêòàýäðà O íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû. Êàêèå ïåðåñòàíîâêè
â íèõ ñîäåðæàòñÿ?

Ðåøåíèå.

(a) Ïóñòü O äåéñòâóåò íà âåðøèíû êóáà è v � íåêîòîðàÿ
âåðøèíà.
Òîãäà Stab (v) = { e, s, s2 } ⩽ O � ãðóïïà âðàùåíèé íà
120◦ (â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè) âîêðóã äèàãîíàëè êóáà,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ âåðøèíó, Stab (v) ∼= Z3.

(á) Ïóñòü O äåéñòâóåò íà ð¼áðà êóáà è r � íåêîòîðîå ðåáðî.
Òîãäà Stab (r) = { e, f } ⩽ O � ãðóïïà âðàùåíèé íà 180◦

âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû ð¼áåð (äàííîãî è
åìó ïðîòèâîïîëîæíîãî) êóáà, Stab (r) ∼= Z2.

(â) Ïóñòü O äåéñòâóåò íà ãðàíè êóáà è f � íåêîòîðàÿ ãðàíü.
Òîãäà Stab (f) = { e, t, t2, t3 } ⩽ O � ãðóïïà âðàùåíèé íà
90◦ (â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè) âîêðóã âîêðóã îñè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû ãðàíåé (äàííîé è åé ïðîòèâîïî-
ëîæíîé) êóáà, è Stab (f) ∼= Z4.

4.2. Íàéòè öèêëîâîé èíäåêñ äëÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäå-
ë¼ííûõ ñàìîäåéñòâèé ÷åòâåðíîé ãðóïïû Êëåéíà

V4 = { e, a, b, c | a2 = b2 = c2 = e2 = e, ab = ba = c }:
1.

e :

(
e a b c
e a b c

)
, a :

(
e a b c
a e c b

)
,

b :

(
e a b c
b c e a

)
, c :

(
e a b c
c b a e

)
;

2.
e :

(
e a b c
e a b c

)
, a :

(
e a b c
a e b c

)
,

b :

(
e a b ab
e a ab b

)
, ab :

(
e a b ab
a e ab b

)
.
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4. Теорема Пойа 

4.1. Найдите порядок стабилизаторов произвольной 

(а) вершины, (6) ребра, (в) грани куба при действии группы 

октаэдра О на соответствующие элементы. Какие перестановки 
в них содержатся? 

Решение. 

(а) Пусть О действует на вершины куба и о — некоторая 
вершина. 
Тогда ЭбаЪ (5) = {е,3,3?} < О — группа вращений на 
120° (в выбранном направлении) вокруг диагонали куба, 

проходящей через данную вершину, ЭфаЪ (,) = 23. 

(6) Пусть О действует на рёбра куба и г — некоторое ребро. 

Тогда Эбаь (т) = {е,/} < О — группа вращений на 180° 
вокруг оси, проходящей через середины рёбер (данного и 
ему противоположного) куба, 5$аЪ (т) = 4. 

(в) Пусть О действует на грани куба и } — некоторая грань. 

Тогда, ЭваЬ (1) ={е. РЁ} <О - группа вращений на 
90° (в выбранном направлении) вокруг вокруг оси, про- 

ходящей через середины граней (данной и ей противопо- 

ложной) куба, и Эва (1) < 74. 

4.2. Найти цикловой индекс для следующим образом опреде- 

лённых самодействий четверной группы Клейна 

ИУ ={е а, В, с| а? = = с? =е =е, 6 =фа=с}: 

1. -([еа Ь с 
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Ðåøåíèå. Âåçäå ãðóïïà Êëåéíà V4 äåéñòâóåò íà ñâîè æå ýëå-
ìåíòû.

1)

g Type(g) w(g) #

e ⟨ 4, 0, 0, 0 ⟩ x4
1 1

a, b, ab ⟨ 0, 2, 0, 0 ⟩ x2
2 3

ZV4 =
1

4

[
x4
1 + 3x2

2

]
.

2)

g Type(g) w(g) #

e ⟨ 4, 0, 0, 0 ⟩ x4
1 1

a, b ⟨ 2, 1, 0, 0 ⟩ x2
1x2 2

ab ⟨ 0, 1, 0, 0 ⟩ x2 1

P ′
V4

=
1

4

[
x4
1 + 2x2

1x2 + x2

]
.

4.3. Íàéòè öèêëîâîé èíäåêñ òðàíçèòèâíîãî ñàìîäåéñòâèÿ ãðóï-
ïû Z6.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíî
âåðøèíû ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà
áóêâàìè A, . . . , F , Z6 = ⟨t⟩,
t � ïîâîðîò íà 60◦.

g ∈ Z6 Type(g) w(g)

e = (A) . . . (F ) ⟨ 6, 0, 0, 0, 0, 0 ⟩ x6
1

g = (ABCDEF ) ⟨ 0, 0, 0, 0, 0, 1 ⟩ x6

g2 = (ACE)(BDF ) ⟨ 0, 0, 2, 0, 0, 0 ⟩ x2
3

g3 = (AD)(BE)(CF ) ⟨ 0, 3, 0, 0, 0, 0 ⟩ x3
2

g4 = (AEC)(BFD) ⟨ 0, 0, 2, 0, 0, 0 ⟩ x2
3

g5 = (AFEDCB) ⟨ 0, 0, 0, 0, 0, 1 ⟩ x6

ZZ6 =
1

6

[
x6
1 + x3

2 + 2x2
3 + 2x6

]
=

1

6

∑
d|6

φ(d)x
6/d
d ;

D(6) = { 1, 2, 3, 6 }, φ(1) = φ(2) = 1, φ(3) = φ(6) = 2.

254 Вопросы и задачи 

Решение. Везде группа Клейна У. действует на свои же эле- 

менты. 

9 Туре(9) | (9) |4 

П с (4,0,0,0) м 1 
а, 6, аб | (0,2,0,0) | 22 3 

1 
би = д [21+ 322 | 

9 Туре(9) | №(9) | % 
) ° (4,0, 0,0) | 21 1 

а 68| (2, 1,0,0) | 22х5 |2 
аб | (0,1,0,0) | 22 1 

1 
Ри = И [21+ 22122 +22]. 

4.3. Найти цикловой индекс транзитивного самолействия Ал 

пы #6. 

Решение. Обозначим последовательно , \ р 

вершины правильного шестиугольника, 

буквами А,...,Р, #5 = (№), / 

$ — поворот на 60°. 

9Е 46 Туре(9) (9) 
е= (А)... (Е) (6,0,0,0,0,0) | #5 

— (АВСРЕЕ) (0, 0,0, 0,0, 1) | ж 
9?=(АСЕ\(ВЬЕ) |(0,0,2,0,0,0) | 22 
93 = (АР)(ВЕ)(СР) | (0, 3, 0, 0, 0, 0) 13 

и -(АВС(ВЕР) | (0,0,2,0,0,0} |2 
Ф-=(АРЕРСВ) | (0,0, 0,0, 0,1) | 25 

й = Е [22-23 +223 +2] = ТУ) г 
46
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4.4. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñêðàñêè ãðàíåé êóáà
â 2 è 3 öâåòà.

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

Z(O :
α
F ) =

1

24

[
x6
1 + 6x2

1x4 + 3x2
1x

2
2 + 6x3

2 + 8x2
3

]
.

#Col(2) =
26 + 12 · 23 + 3 · 24 + 25

3 · 23
= 10.

#Col(3) =
36 + 12 · 33 + ·35 + 8 · 32

3 · 8
= 57.

4.5. Îïðåäåëèòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê âñåõ ãðàíåé ïðà-
âèëüíîé 4-óãîëüíîé ïèðàìèäû Ï â 3 öâåòà.

Ðåøåíèå. Çàíóìåðóåì ïîñëåäîâàòåëüíî áîêîâûå ãðàíè Ï
÷èñëàìè 1, . . . 4, à îñíîâàíèå � 5.
G ∼= Z4 = ⟨ t ⟩, t � âðàùåíèå íà 90◦.

g ∈ Z4 Type(g) w(g) #

e = (1)(2)(3)(4)(5) ⟨ 5, 0, 0, 0, 0 ⟩ x5
1 1

t, t3 = (1234)(5) ⟨ 1, 0, 0, 1, 0 ⟩ x1x4 2

t2 = (12)(34)(5) ⟨ 1, 2, 0, 0, 0 ⟩ x1x
2
2 1

Z(x1, . . . , x5) =
1

4

[
x5
1 + 2x1x4 + x1x

2
2

]
,

Z(3, . . . , 3) =
35 + 2 · 32 + 33

4
=

9 · 32
4

= 72.

4.6. Íàéòè ÷èñëî ðàñêðàñîê âñåõ ãðàíåé óñå÷¼ííîé ïðàâèëüíîé
4-óãîëüíîé ïèðàìèäû â 3 öâåòà.

Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì ãðàíè Ï: áîêîâûå � ñ 1 ïî 4 ïî ÷à-
ñîâîé ñòðåëêå, îñíîâàíèÿ � 5 è 6. Ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà Ï �
Z4 = ⟨ t ⟩, t � ïîâîðîò íà 90◦ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

g ∈ Z4 ïåðåñòàíîâêà Type(g) w(g) #

e (1) . . . (6) ⟨ 6, 0, . . . ⟩ x6
1 1

t, t3 (1234)(5)(6) ⟨ 2, 0, 0, 1, 0, 0 ⟩ x2
1x4 2

t2 (12)(34)(5)(6) ⟨ 2, 2, 0, . . . ⟩ x2
1x

2
2 1
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4.4. Найти число различных вариантов раскраски граней куба 

в2и 3 цвета. 

Решение. Цикловой индекс: 

1 О: = ор ба + За + 60} + 848 |. 
24 

264 12.23+3.24 + 25 
#Со[(2) 53 0 

36+12.33 + .35 +8. 32 #3) = — 18° 5. 
4.5. Определить число различных раскрасок всех граней пра- 

вильной 4-угольной пирамиды [ в 3 цвета. 

Решение. Занумеруем последовательно боковые грани П 

числами 1,... 4, а основание — 5. 

С = 1. = (+), Е — вращение на 90°. 

9Е 24 Туре(9) | (9) 

е= (1)(2)(3) (4)(5) | (5, 0, 0, 0,0) 27 
ЫЕВ = (1234)(5) (1, 0,0, 1,0) | 2154 

В = (12)(34)(5) (1,2, 0, 0,0) | т:22 н
ь
 

2 (тт, ...) $5) = [27 + 22154 + 2122 |, 

_ 38+2.3?+33 _ 9.32 

— 4 4 

4.6. Найти число раскрасок всех граней усечённой правильной 

4-угольной пирамиды в 3 цвета. 

Н
а
 

2(3,...,3) = 72. 

Решение. Пронумеруем грани П: боковые — с 1 по 4 по ча- 

совой стрелке, основания — 5 и 6. Группа, действующая на П — 

74 = (+),  — поворот на 90° по часовой стрелке. 

ЧЕ 7. | перестановка | 'Гуре(9) (9) | # 

е (1)... (6) (6, 0....) 18 1 

68 | (1234)(5)(6) (20,0, 10,0) | 2224 |2 

р (12)(34)(5)(6) | (2,2,0,...) 222 |1 



256 Âîïðîñû è çàäà÷è

Öèêëîâîé èíäåêñ P =
1

4

[
x6
1 + 2x2

1x4 + x2
1x

2
2

]
.

#Col(3) =
36 + 2 · 32 + 34

4
=

33(27 + 2 + 3)

4
= 216.

4.7. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñêðàñêè ãðàíåé òåò-
ðàýäðà â 2 è 3 öâåòà.

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

Z(T :
α
F, x1, . . . , x4) =

1

12

[
x4
1 + 8x1x3 + 3x2

2

]
.

#Col(2) =
24 + 11 · 22

3 · 22
=

4 + 11

3
= 5 .

#Col(3) =
34 + 11 · 32

3 · 4
=

27 + 33

4
=

60

4
= 15.

4.8. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñêðàñêè ð¼áåð òåòðà-
ýäðà â 2 è 3 öâåòà.

Ðåøåíèå. Ãðóïïà T = ⟨t, f⟩, t3 = f 2 = e, |T | = 12, ãäå

t � âðàùåíèå íà 120◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó
è öåíòð ñèììåòðèè, 4 îñè;

f � âðàùåíèå íà 180◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû
ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð, 3 îñè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî ð¼áåð òåòðàýäðà � |E| = 6 �
è îáîçíà÷èì èõ öèôðàìè îò 1 äî 6, ñ÷èòàÿ, ÷òî ð¼áðà 1, 2 è
3 èíèöèäåíòíû îäíîé âåðøèíå, à îñü âðàùåíèÿ, çàäàâàåìîãî
ýëåìåíòîì f , ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû ð¼áåð 1 è 6.
Íàéä¼ì öèêëîâîé èíäåêñ.

g ∈ T Type(g) w(g) #

e = (1) . . . (6) ⟨ 6, 0, . . . ⟩ x6
1 1

t, t2 = (123)(456) ⟨ 0, 0, 2, 0, . . . ⟩ x2
3 8

f = (1)(23)(45)(6) ⟨ 2, 2, 0, . . . ⟩ x2
1x

2
2 3

256 Вопросы и задачи 

1 
Цикловой индекс Р = Ут [2 + 2714 + 2115 ]. 

3642.32 434 33(2742+3 #бо(з) = —_ 3 а — 26. 

4.7. Найти число различных вариантов раскраски граней тет- 

раэдра в 2 и 3 цвета. 

Решение. Цикловой индекс: 
1 

ЕСТ: Е, з1,..., 24) = == [21+ 8а1жз + 322 |. 
12 

24111.22 АИ 
(2) = - = 5. 

Сок?) 3.22 3 5 

4 ‚92 вс) — 18 _ 27438 60 |5 
3.4 4 4 

4.8. Найти число различных вариантов раскраски рёбер тетра- 

эдравёди 3 цвета. 

Решение. Группа Т’ = (&, }), В = Р=е, Т| = 12, где 

{ — вращение на  120° вокруг оси, проходящей через верпитину 

и центр симметрии, 4 оси; 

{ — вращение на 180° вокруг оси, проходящей через середины 

противоположных рёбер, 3 оси. 

Обозначим через Е множество рёбер тетраэдра — |Е| = 6 — 

и обозначим их цифрами от 1 до 6, считая, что рёбра 1, 2 и 

3 иницидентны одной вершине, а ось вращения, задаваемого 

элементом /, проходит через середины рёбер 1 и 6. 

Найдём цикловой индекс. 

ЧЕТ Туре() % (9) | 

е = (1)... (6) (6,0, ...) 16 

ЕР = (123) (456) | (0,0,2,0,...) | 22 

1 = (1) (23) (45) (6) | (2,2, 0,...) | 2222 м
о
 

=
 

+
+
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Z(T :
α
E, x1, . . . , x6) =

1

12

[
x6
1 + 8x2

3 + 3x2
1x

2
2

]
.

#Col(2) =
26 + 8 · 22 + 3 · 24

3 · 22
=

15 + 9 + 12

3
= 12,

#Col(3) =
36 + 8 · 32 + 3 · 34

3 · 4
= 87.

4.9. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñêðàñêè ð¼áåð êóáà
â 2 öâåòà.

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

Z(O :
α
R) =

1

24

[
x12
1 + 6x3

4 + 3x6
2 + 6x2

1x
5
2 + 8x4

3

]
.

#Col(2) =
212 + 6 · 23 + 3 · 26 + 7 · 27

3 · 23
= 218.

4.10. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñêðàñêè âåðøèí êó-
áà â 2 è 3 öâåòà.

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

Z(O :
α
V ) =

1

24

[
x8
1 + 6x2

4 + 9x4
2 + 8x2

1x
2
3

]
.

#Col(2) =
1

3 · 23
[
28 + 6 · 22 + 9 · 24 + 27

]
= 23,

#Col(3) =
1

3 · 8
[
38 + 6 · 32 + 9 · 34 + 8 · 34

]
= 333.

4.11. Íàçîâ¼ì äâå áóëåâû ôóíêöèè f1 è f2 îò n ïåðåìåííûõ
ïîäîáíûìè, åñëè ïðè ïîäõîäÿùåé ïåðåñòàíîâêå (i1, . . . , in) èí-
äåêñîâ (1, . . . , n) îêàæåòñÿ, ÷òî

f1(x1, . . . , xn) = f2(xi1 , . . . , xin)

äëÿ âñåõ (x1, . . . , xn) ∈ Bn. Îïðåäåëèòü, ñêîëüêî èìååòñÿ ñó-
ùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ (ò. å. íåïîäîáíûõ) òàêèõ ôóíêöèé äëÿ
n = 43).

3) Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà ÷èñëåííî â 1951 ã. ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé
ïðîãðàììû, îñóùåñòâèâøåé ïåðåáîð âñåõ 22

4

= 65 536 áóëåâûõ ôóíêöèé.
Îäíàêî, âîçìîæíî è àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.
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ЕТ: Е, 1а,..., 16) = 29 + 823 + Зал ]. 
15 | 

_ 2-8. 22 43.24 15 + 9+ 12 
= = 12 

36 8.3243. 34 #Со(з) = - = — 87. 

4.9. Найти число различных вариантов раскраски рёбер куба 

в 2 цвета. 

Решение. Цикловой индекс: 

2(О: В) = 5 [217+ 623 + 329 + 62122 + 823 |. 

212 +6.23+3.26+7.27 #02) = — 1 — >: ы — 218. 
4.10. Найти число различных вариантов раскраски вершин ку- 

бав2 и 3 цвета. 

Решение. Цикловой индекс: 

1 
2(0:У) = 54 [21 + ба + 925 + 82123 |. 

#+Со[2) = 55 [2°+6.2+9.2+2'] = 23, 

1 
#Со(3) = 5 [3°+6.3+9.3'+8.3*] = 333. 

4.11. Назовём две булевы функции | и р от п переменных 

подобными, если при подходящей перестановке (11,...,») ин- 

дексов (1,...,п) окажется, что 

(тт, ... ‚То = №(ти, ... т) 

для всех (71,....2.) Е В”. Определить, сколько имеется су- 

щественно различных (т. е. неподобных) таких функций для 
— 43) п, = 42). 

3) Эта задача была решена, численно в 1951 г. с помощью компьютерной 
4 

программы, осуществившей перебор всех 2? = 65536 булевых функций. 

Однако, возможно и аналитическое решение.
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Ðåøåíèå. Çäåñü G = Sn, íî îíà äåéñòâóåò íå íà {1, . . . , n} à
íà Bn.

Äëÿ n = 4 ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ, íàïðèìåð, ïîäñòàíîâêè g =
(1, 2)(3, 4) íà ÷åòâ¼ðêó (a, b, c, d) ∈ B4 åñòü (b, a, d, c).

Î÷åâèäíî, Fix (g) ñîñòîèò èç òåõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïîñòî-
ÿííû íà îáëàñòè äåéñòâèÿ êàæäîãî öèêëà èç g. Â íàøåì ñëó÷àå,
íàïðèìåð, äëÿ g = (1, 2)(3, 4) ïîëó÷àåì |Fix (g)| = 2 · 2 = 4.

Ãðóïïà S4 ðàçáèâàåòñÿ íà ñëåäóþùèå êëàññû ñîïðÿæ¼ííî-
ñòè:

1) id;
2) øåñòü 2-öèêëîâ � (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4);
3) òðè ïðîèçâåäåíèÿ ïî äâà 2-öèêëà � (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4),

(1, 4)(2, 3);
4) âîñåìü 3-öèêëîâ � (1)(2, 3, 4), (1)(2, 4, 3), . . .;
5) øåñòü 4-öèêëîâ � (1, 2, 3, 4), (1, 3, 2, 4), . . ..

Ïîäñòàíîâêà id (1) ôèêñèðóåò âñå 16 ÷åòâ¼ðîê (a, b, c, d),
a, b, c, d ∈ {0, 1}, îïðåäåëÿÿ ìîíîì x16

1 â öèêëîâîì èíäåêñå.
Äàëåå, (2) äà¼ò 6x8

1x
4
2, ò. ê., íàïðèìåð, (1, 2) ïîðîæäàåò ÷å-

òûðå 2-öèêëà ( (0, 1, c, d), (1, 0, c, d) ) íà B4 è ôèêñèðóåò âñå ÷åò-
â¼ðêè (0, 0, c, d) è (1, 1, c, d), ïîðîæäàÿ âîñåìü 1-öèêëîâ, è ò. ä.

Ìíîãî÷ëåí öèêëîâûõ èíäåêñîâ ãðóïïû G, äåéñòâóþùèé íà
B4, èìååò âèä

Z(G) =
1

24

[
x16
1 + 6x8

1x
4
2 + 3x4

1x
6
2 + 8x4

1x
4
3 + 6x2

1x2x
3
4

]
.

Ïîäñòàâëÿÿ x1 = . . . = x4 = 2, ïîëó÷àåì 3 984 êëàññà ïîäîáíûõ
áóëåâûõ ôóíêöèé îò 4-õ ïåðåìåííûõ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ê ãðóïïå G äîáàâèòü âçÿòèå äîïîëíåíèÿ
êàê íîâóþ ñèììåòðèþ (ò. å. ñ÷èòàòü, ÷òî f1(x1, . . . , xn) =
f2(x

σ1
1 , . . . , xσn

n ) ⇒ f1 ∼ f2, σi ∈ {0, 1}), òî èñêîìûì ÷èñëîì
(êëàññîâ Øåííîíà �Ïîâàðîâà) âìåñòî áóäåò 222.

4.12. Áîêîâûå ãðàíè ïðàâèëüíîé 6-óãîëüíîé ïèðàìèäû îêðà-
øèâàþòñÿ â êðàñíûé, ñèíèé è çåë¼íûé öâåòà. Îïðåäåëèòü

(à) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ 2- è 3-öâåòíûõ ïèðàìèä;
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Решение. Здесь С' = 5, но она действует не на {1,..., п} а 

на В”. 

Для п = 4 результат действия, например, подстановки д = 
(1,2)(3,4) на четвёрку (а, 6, с, а) Е В\ есть (5, а, а, с). 

Очевидно, Р1х (9) состоит из тех функций, которые посто- 

янны на области действия каждого цикла из 9. В нашем случае, 
например, для 9 = (1,2)(3,4) получаем | Ех (9) =2.:2=4. 

Группа 54 разбивается на следующие классы сопряжённо- 

аа; 
2) шесть 2-циклов — (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4); 
3) три произведения по два 2-цикла — (1,2) (3,4), (1,3)(2, 4), 

(1,4)(2,3); 
4) восемь 3-циклов — (1)(2,3,4), (1)(2,4 3». 
5) шесть 4-циклов — (1,2,3,4), (1,3,2,4),. 

Подстановка 14 (1) фиксирует все 16 четвёрок (а, 6, с, 4), 

а, 6, с, аЕ {0,1}, определяя моном 216 в цикловом индексе. 
Далее, (2) даёт 64$, т. к., например, (1,2) порождает че- 

тыре 2-цикла ( (0,1, с, а), (1,0, с, а) ) на В“ и фиксирует все чет- 

вёрки (0,0, с, а) и (1,1, с, 4), порождая восемь 1-циклов, и т. д. 

Многочлен цикловых индексов группы С, действующий на 
В“, имеет вид 

1 
2(С) = РУ [21° + 62525 + 32122 + 82123 + 6211228]. 

Подставляя 11 =... = 14 = 2, получаем 3984 класса подобных 

булевых функций от 4-х переменных. 

Замечание. Если к группе С добавить взятие дополнения 

как новую симметрию (т. е. считать, что /1(21,...,5) = 

№(11',...,22”) => р > Ь, в, Е {0,1}), то искомым числом 
(классов Шеннона - Поварова) вместо будет 222. 

4.12. Боковые грани правильной б-угольной пирамиды окра- 

шиваются в красный, синий и зелёный цвета. Определить 

(а) число различных 2- и 3-цветных пирамид;
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(á) ÷èñëî ïèðàìèä ñ îäíîé êðàñíîé ãðàíüþ;
(â) ÷èñëî ïèðàìèä, ó êîòîðûõ íå ìåíåå òð¼õ êðàñíûõ ãðàíåé.

Ðåøåíèå. Èìååì òðàíçèòèâíîå ñàìîäåéñòâèå Z6.

(à) Îáùåå ÷èñëî ïèðàìèä.

Z(Z6) =
1

6

∑
d|6

φ(d)x
6/d
d =

1

6

[
x6
1 + x3

2 + 2x2
3 + 2x6

]
.

#Col(2) =
1

2 · 3
[
26 + 23 + 2 · 22 + 2 · 2

]
=

4 · 21
3

= 14.

#Col(3) =
1

6

[
36 + 33 + 2 · 32 + 2 · 3

]
=

780

6
= 130.

(á, â) ×èñëî ïèðàìèä ñ 1 è 3 ⩽ êðàñíûìè ãðàíÿìè.
Ïîëàãàåì y1 = y, y2 = y3 = 1 (ñëåäèì òîëüêî çà êðàñíûìè
ãðàíÿìè), x1 = y + 2, x2 = y2 + 2, x3 = y3 + 2.

Z(y) =
1

6

[
(y + 2)6 + (y2 + 2)3 + 2(y3 + 2)2+

+2(y6 + 2)
]
=

1

6

[
u0 + u1y + u2y

2 + . . .+ u6y
6
]
=

=
1

6

[(
26 + 23 + 23 + 4

)
+ 6 · 25 y+

+
(
16 · 15 + 2 · 3 · 22

)
y2 + . . .

]
.

u0 = 84/6 = 14, u1 = 25 = 32,

u2 = (240 + 24)/6 = 44.

×èñëî ïèðàìèä ñ:
(á) îäíîé êðàñíîé ãðàíüþ � u1 = 32,
(â) íå ìåíåå, ÷åì 3 êðàñíûìè ãðàíÿìè � #Col(3) − (u0 +

u1 + u2) = 130− (14 + 32 + 44) = 130− 90 = 40.

4.13. Èìåþòñÿ ïëîñêèå áóñèíû, îêðàøåííûå ñ îäíîé ñòîðîíû
â êðàñíûé, ñèíèé è çåë¼íûé öâåòà. Èç íèõ ñîñòàâëÿþò îæåðå-
ëüÿ, ñîäåðæàùèå ïî 8 â ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷êàõ îêðóæíîñòè.
Îïðåäåëèòü

à) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ 3-öâåòíûõ îæåðåëèé;
á) ÷èñëî îæåðåëèé, ó êîòîðûõ íå ìåíåå òð¼õ êðàñíûõ áóñèí?
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(6) число пирамид с одной красной гранью; 
(в) число пирамид, у которых не менее трёх красных граней. 

Решение. Имеем транзитивное самодействие #6. 

(а) Общее число пирамид. 

1 1 
2(05) = 5.9 ам" — 5 [27 + 22 + 223 + 206 ]. 

а6 

1 4.21 
#Со(2) =53[2’+2'+2.27+2.2] ==. 

1 780 
#СоЦЗ) = [3+3 +2.3°+2.3] 2-6 = 190. 

(6, в) Число пирамид с 1 и 3 < красными гранями. 
Полагаем у = 9, 42 = %\з = 1 (следим только за красными 
гранями), 21 =У-2, 12 = 9? +2, аз = +2. 

В) = с [+2 +2 +2 ++ 
1 

+2(у° +2) ] -6 [мо + изу + му? +... Ниву] = 

= К 6+2 +2 +4) +6. 22 у 

+ (16.1542.3.2) у-+...]. 
ид = 84/6 = 14, щ = 2? = 32, 

иг = (240 +24) /6 = 44. 

Число пирамид с: 

(6) одной красной гранью — и! = 32, 

(в) не менее, чем 3 красными гранями — #Со[(3) — (1 + 
ил + 2) = 130 — (14+ 32+ 44) = 130 — 90 = 40. 
4.13. Имеются плоские бусины, окрашенные с одной стороны 

в красный, синий и зелёный цвета. Из них составляют ожере- 

лья, содержащие по 8 в равноотстоящих точках окружности. 

Определить 

а) число различных 3-цветных ожерелий; 

6) число ожерелий, у которых не менее трёх красных бусин?
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Ðåøåíèå. Çäåñü âåçäå � òðàíçèòèâíîå ñàìîäåéñòâèå öèêëè-
÷åñêîé ãðóïïû Z8.

D(8) = {1, 2, 4, 8}, φ(1) = φ(2) = 1, φ(4) = 2, φ(8) = 4,

Z(Z8) =
1

8

∑
d|8

φ(d)x
8/d
d =

1

8

[
x8
1 + x4

2 + 2x2
4 + 4x8

]
.

à) Îáùåå ÷èñëî îæåðåëèé:

#Col(3) =
38 + 34 + 2 · 9 + 4 · 3

8
= 834.

á) Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî X îæåðåëèé, â êîòîðûõ ÷èñëî êðàñíûõ
áóñèí íå áîëåå 3 (ò. å. 0, 1 è 2) è âû÷òåì ïîëó÷åííîå êîëè÷åñòâî
èç 834.

Ïîëàãàåì y1 = y, y2 = y3 = 1 (ñëåäèì òîëüêî çà áóñèíàìè
êðàñíîãî öâåòà).

Íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû u0, u1, u2 ïðè y0, y1, y2 â ïðîèçâîäÿ-
ùåì ìíîãî÷ëåíå W ïðè ïîäñòàíîâêå xk = yk + 2, k = 1, . . . , 8.

Z(Z8) =
1

8

[
x8
1 + x4

2 + 2x2
4 + 4x8

]
W =

1

8

[
(y + 2)8 + (y2 + 2)4 + 2(y4 + 2)2 + 4(y8 + 2)

]
=

= u0 + u1y + u2y
2 + . . .+ u8y

8 =

=
1

23
[
(28 + 24 + 2 · 22 + 8) + 8 · 27y+

+(C2
8 · 26 + 4 · 23) y2 + . . .

]
.

u0 = 25 + 2 + 1 + 1 = 36, u1 = 128,

u2 = 28 · 8 + 4 = 224 + 4 = 228.

Îòñþäà
#Col(3 ⩽) = 834− (36 + 128 + 228) = 834− 392 = 442.

4.14. Ãðàíè êóáà ðàñêðàøèâàþò â äâà öâåòà � êðàñíûé è ñèíèé.
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò êóáîâ

1) ðàçëè÷íî îêðàøåííûõ?
2) ó êîòîðûõ íå ìåíåå 4 ãðàíåé êðàñíûå?
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Решение. Здесь везде — транзитивное самодействие цикли- 

ческой группы 4. 

(8) = 41, 2, 4, 8}, ф(1) = $(2) = 1, 9(4) =2, $(8) = 4, 
1 1 

22.) = 5 УоФ(@аи“ = 5 [21 +23 + 2а4 54а ]. 

а) Общее число ожерелий: 

8+3 42.944.3 #03) = — т? — 834. 

6) Подсчитаем число Х ожерелий, в которых число красных 

бусин не более 3 (т. е. 0, Ти 2) и вычтем полученное количество 

из 834. 

Полагаем у1 = 9, 12 = %з = 1 (следим только за бусинами 

красного цвета). 
Найдём коэффициенты 0, 1, (2 при 10, 1, у2 в производя- 

щем многочлене И’ при подстановке ть = +2, К=1,..., 8. 
1 

2(73) = з [2% + 22 + 221 + 4% | 

1 
И’ = 5 [2+ 2+2 +2) +44 +2) | = 

= о  шу + и? +... + и = 

1 
= 58 [( +2 42.278) +8. 279+ 

+ (С. 2644.2) у+...]. 

ио = 22+2+1+1 = 36, и = 128, 

и2 = 28.84 = 224-44 = 228. 

Отсюда 

#Со{З <) = 834 - (36 + 128 - 228) = 834 — 392 = 442. 

4.14. Грани куба раскрашивают в два цвета — красный и синий. 

Сколько существует кубов 

1) различно окрашенных? 
2) у которых не менее 4 граней красные?
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Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

Z(O :
α
F ) =

1

3 · 23
[
x6
1 + 6x2

1x4 + 3x2
1x

2
2 + 6x3

2 + 8x2
3

]
.

1) #Col(2) =
26 + 12 · 23 + 3 · 24 + 25

3 · 23
=

30

3
= 10.

2) Ïîëàãàåì
w(1) = y, w(2) = 1, xk = yk + 1, k = 1, 6.

W =
1

24

[
(y + 1)6 + 6(y + 1)2(y4 + 1)+

+ 3(y + 1)2(y2 + 1)2 + 6(y2 + 1)3 + 8(y3 + 1)2
]
.

#Col(⩾ 4) = u4 + u5 + u6 � ÷èñëî êóáîâ ñ 4, 5 è 6 êðàñíûìè
ãðàíÿìè ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî u5 = u6 = 1.

Ðàñêðûâàÿ W , íàõîäèì:

W =
1

24

[
. . .+ C4

6y
4 + . . .+ 6(y2 + 2y + 1)(y4 + 1)+

+3(y2 + 2y + 1)(y4 + 2y2 + 1)+

+6(y6 + 3y4 + 3y2 + 1) + 8(y6 + 2y3 + 1)
]
.

u4 =
15 + 6 + 9 + 18

3 · 8
=

5 + 2 + 3 + 6

8
=

16

8
= 2.

Èòîãî #Col(⩾ 4) = 1 + 1 + 2 = 4.

4.15. Äëÿ ðàñêðàñêè ñòîðîí êâàäðàòà íà ñòåêëÿííîé ïëàñòèíêå
èñïîëüçóþò 3 öâåòà � êðàñíûé, ñèíèé è çåë¼íûé.
Ñêîëüêî ìîæíî ïîëó÷èòü

1) ðàçíîðàñêðàøåííûõ êâàäðàòîâ?

2) êâàäðàòîâ ñ 1 êðàñíûì ðåáðîì è íå áîëåå 2 ñèíèõ?

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

Z(D4) =
1

8

[
x4
1 + 2x4 + 3x2

2 + 2x2
1x2

]
1) #Col(3) =

1

8

[
34 + 2 · 3 + 3 · 32 + 2 · 32 · 3

]
= 21.
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Решение. Цикловой индекс: 

1 
2(0:Е) => 2+ бета + 32123 + 62 + 80} |. 

26+12.23+3.2+2 30 

2) Полагаем 

и (1) = у, %(2) = Б ль =У+Ь = 1,6. 

И = ыы [(и+ 1) + 6(у+ 1+ И+ 

+ З(и+ 1) (у + 1) + 6(у? + 19+ 8(У +17]. 

#Со[(> 4) = ид + и5 + ив — число кубов с 4, би 6 красными 

гранями соответственно. Очевидно и = 6 = 1. 

Раскрывая И’, находим: 

1 
И = 54 |: + 89 +... +6 2+1 + + 

+3 (у? + 29+ 1) (и +2 + 0+ 

НЕ (у ЗУ ЗУ +1]. 

_ 1546+9+18 _5+2+3+6 _ 16 
Ил = — =2. 

3.8 8 8 
Итого #Со[> 4) =1-+1+2 = 4. 

4.15. Для раскраски сторон квадрата, на, стеклянной пластинке 

используют 3 цвета, — красный, синий и зелёный. 

Сколько можно получить 

1) разнораскрашенных квадратов? 

2) квадратов с 1 красным ребром и не более 2 синих? 

Решение. Цикловой индекс: 

2(Ра) = = [21 +24 + 322 + 2112 | 

1 
1) #СоЦЗ) = з [31 +2.3+3.3+2.3°.3] = 21.
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2) Ïðè ðàñêðàñêå â 3 öâåòà: xk = yk1 + yk2 + yk3 , k = 1, 4.
Ñëåäèì òîëüêî çà êðàñíûì (y1) è ñèíèì (y2) öâåòàìè: xk = yk1 +
yk2 + 1 , k = 1, 4. Íàõîäèì u10 + u11 + u12.

W =
1

8

[
(y1 + (y2 + 1))4 + 2(y41 + y42 + 1)+

+ 3(y21 + (y22 + 1))2 + 2(y1 + (y2 + 1))2(y21 + y22 + 1)
]

=

íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ÷ëåíû ñ y11 (îäíî êðàñíîå ðåáðî)

1

8

[
y41 + 4y31(y2 + 1) + 6y21(y2 + 1)2 + 4y1(y2 + 1)3+

+ (y2 + 1) + . . .

+2(y21 + 2y1(y2 + 1) + (y2 + 1)2)(y21 + y22 + 1)
]
=

=
1

8

[
. . .+ 4y1(y2 + 1)3 + 4y1(y2 + 1)(y22 + 1))

]
=

=
1

8

[
. . .+ 4y1(y

3
2 + 3y22 + 3y12 + 1)+

+4y1(y
3
2 + y2 + y22 + 1)

]
=

íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ÷ëåíû ñ y02, y
1
2 è y22 ïðè y1 (ñèíèõ ð¼áåð �

0, 1, 2)
=

1

8
[ 4 · 7 + 4 · 3 ] = 4 · 10

8
= 5.

4.16. Ïðèñîåäèíÿÿ ê ñâîáîäíûì
ñâÿçÿì óãëåðîäà áåíçîëüíîãî êîëüöà
àòîìû âîäîðîäà H èëè ìåòèë CH3,
ìîæíî ïîëó÷èòü ìîëåêóëû ðàçíûõ
âåùåñòâ (êñèëîë, áåíçîë è äð.).

1) Ñêîëüêî õèìè÷åñêè ðàçíûõ ìîëåêóë ìîæíî ïîëó÷èòü òà-
êèì ïóò¼ì?

2) Ñêîëüêî èç íèõ ìîëåêóë ñ ïðèñîåäèí¼ííûìè 0, . . . , 6 àòî-
ìàìè âîäîðîäà?

Ðåøåíèå. Ñàìîäåéñòâèå ãðóïïû äèýäðà D6.
1) Èìååì D6 = ⟨ t, f, s ⟩, t4 = f 2 = s2 = e, |D6| = 12 � ãðóïïà
äèýäðà ïîðÿäêà 6, ãäå
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2) При раскраске в 3 цвета: жк = у + у + и, К = 1,4. 

Следим только за красным (1) и синим (2) цветами: ть = у" + 
ИА +1, =14. Находим ло + 11 + и12. 

1 
И = — [(и+ (+ 0+2 чи+-+ 

8 

+ ЗИ + (+0) +2 + („+ Пир +о]| [=] 

нас интересуют только члены с/у (одно красное ребро) 

8 

1 
5 И +6 + 0+4 10+ 

+ (2 ++... 

+2 (ур + 2 (2 + 1) + (2+1) (и + о = 

= .. [... + 41 (2 + 1) + 4/4 (2 + 1) (6 +1))] = 

= 5 |. +3 +++ 

Ну +ечи + | [=] 

нас интересуют только члены с 0, у! и у> при 91 (синих рёбер — 

0,52 Е [4.74.3] = “= 5. 
4.16. Присоединяя к свободным ‚ 

связям углерода бензольного кольца, © си 

атомы водорода Н или метил СНз, 1 \ 

можно получить молекулы разных С 229 

веществ (ксилол, бензол и др.). 

и 

2) 

Сколько химически разных молекул можно получить та- 

ким путём? 

Сколько из них молекул с присоединёнными 0, ..., б ато- 

мами водорода? 

Решение. Самодействие группы диэдра /)5. 

1) Имеем Дь = (В },з), # = [2 = 8 =е, |[%| = 12 — группа 
диэдра порядка 6, где
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t � âðàùåíèå íà 60◦ âîêðóã öåíòðà êâàäðàòà;

f � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíîå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñå-
ðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí (3 îñè);

s � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíîå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðî-
òèâîïîëîæíûå âåðøèí (3 îñè).

Ïðîíóìåðóåì ïîñëåäîâàòåëüíî âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 6-
óãîëüíèêà 1, . . . , 6.

Ïåðåñòàíîâêè íèæå óêàçàíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îñü f ïðîõî-
äèò ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí (2-3) è (5-6), à îñü s� ÷åðåç âåðøèíû
1 è 4.

g ∈ D6 ïåðåñòàíîâêà Type(g) w(g) #

e (1) . . . (6) ⟨ 6, 0, . . . 0 ⟩ x6
1 1

t, t5 (123456) ⟨ 0, . . . , 0, 1 ⟩ x1
6 2

t2, t4 (135)(246) ⟨ 0, 0, 2, . . . 0 ⟩ x2
3 2

t3 (14)(25)(36) ⟨ 0, 3, 0, . . . 0 ⟩ x3
2 1

f (14)(23)(56) ⟨ 0, 3, 0, . . . 0 ⟩ x2
3 3

s (1)(4)(26)(35) ⟨ 2, 2, 0, . . . ⟩ x2
1x

2
2 3

Âñåãî 12

Z(D6) =
1

12

[
x6
1 + 2x6 + 2x2

3 + 4x3
2 + 3x2

1x
2
2

]
.

Âñåãî ìîëåêóë � ïîäñòàíîâêà x1 = . . . = x6 = 2
(âîäîðîä H è ìåòèë CH3):

M =
64 + 4 + 8 + 32 + 3 · 16

3 · 4
=

39

3
= 13.

2) ×èñëî ìîëåêóë ñ 0, . . . , 6 àòîìàìè âîäîðîäà � îáîçíà÷åíèå
y1 = H, y2 = 1 è ïîäñòàíîâêà xk = Hk + 1, k = 1, 6 â P .

W =
1

12

[
(H + 1)6 + 3(H + 1)2(H2 + 1)2 + 4(H2 + 1)3+

+2(H3 + 1)2 + 2(H6 + 1)
]
=

= H6 +H5 + 3 · H4 + 3 · H3 + 3 · H2 +H+ 1 .

Èòîãî: ìîëåêóë ñ ÷èñëîì àòîìîâ âîäîðîäà (êàê ðàäèêàëà) �
H = 0, 1, 5 è 6 � ïî 1 øò., H = 2, 3 è 4 � ïî 3 øò., âñåãî � 13.
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$ — вращение на 60° вокруг центра квадрата; 

} — симметрия относительное прямой, проходящей через се- 

редины противоположных сторон (3 оси); 

$ — симметрия относительное прямой, проходящей через про- 
тивоположные вершин (3 оси). 

Пронумеруем последовательно вершины правильного 6- 
угольника 1, ..., 6. 

Перестановки ниже указаны для случая, когда, ось } прохо- 
дит через середины сторон (2-3) и (5-6), а ось з — через вершины 

1и4. 

9Е [0% | перестановка и ) и(9) | 

е (10... (6) (6, Со м 1 
В (123456) (0, 1) а |2 

Ри (135) (246) о 0, 2,... 6) 2 |2 

13 (14) (25) (36) (0, 3, 0,...0) | 2311 

$ (14)(23)(56) (0, 3,0,...0) | 2 |3 

8 (1)(4)(26)(35) | (2,2, 0, ...) 1172 |3 
Всего 12 

#(10%) = 12 [2 + 256 + 223 + 423 + 32142 |. 

Всего молекул — подстановка 11 =... =2 =2 
(водород Н и метил СНз): 

4 м6 А-З 32 +3 16 39 

3.4 3 

2) Число молекул с 0,..., 6 атомами водорода — обозначение 

1 = Н, 2 = 1 и подстановка ль = НА+1, Е =ТбвР. 

И = (Н+ 1) + 3(Н + 1)? (Н? + 1)? + 4(Н? + 1)3+ 

+2(Н? + 1)? +2(Н° +1] = 

= Н+ НН? +3. Н“ +3. НЗ +3. НН +Н+1. 

15| 

Итого: молекул с числом атомов водорода (как радикала) — 

Н=0, 1, 5иб — по 1 шт., Н=2, Зи 4 — по 3 шт, всего — 13.
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4.17. Íàéòè ÷èñëî ðàñêðàñîê êóáà â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà ñ 5
êðàñíûìè ð¼áðàìè.

Ðåøåíèå. Ðàíåå áûë íàéäåí öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ
ãðóïïû O íà ð¼áðà êóáà:

Z(O :
α
R) =

1

24

[
x12
1 + 6x3

4 + 3x6
2 + 6x2

1x
5
2 + 8x4

3

]
.

yk = xk + 1,

W =
1

24

[
(y + 1)12 + 6(y4 + 1)3 + 3(y2 + 1)6+

+6(y + 1)2(y2 + 1)5 + 8(y3 + 1)4
]
=

=
1

24

[
. . .+

(
C5

12 + 6C1
2C

2
5

)
y5
]
=

=
1

24

[
. . .+ (792 + 6 · 2 · 10) y5

]
= . . .+

792 + 120

24
y5 =

= . . .+ (33 + 5) y5 = . . .+ 38 y5.

Îòâåò: 38.
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4.17. Найти число раскрасок куба в красный и синий цвета с 5 

красными рёбрами. 

Решение. Ранее был найден цикловой индекс действия 

группы О на рёбра, куба: 

1 
2(0 : В) = 5 [21° - 623 + 329 + 621220 + 823 |. 

ук = 2+1, 

1 
Й = 51 [и 6(и + 1) +3(/ + 19+ 

+6(у + 1) (у + 15 +8(+1)] = 
1 — 5 (--- + (СЪ + 60505) г] = 

= 1 [...+ (92+6.2.10) ’] = Е. = 24 
=... + (33+5) у =... +385. 

24 

Ответ: 38.
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5. Àëãåáðàè÷åñêèå îñíîâû êðèïòîãðà-

ôèè

5.1. 1. Ðåøèòü êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó.
Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, áîëüøåå 2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

ñïîñîáîâ C ðàñêðàñèòü âåðøèíû ïðàâèëüíîãî p-óãîëüíèêà â a
öâåòîâ, åñëè ðàñêðàñêè, ïîëó÷àþùèåñÿ ñîâìåùåíèåì ïðè âðà-
ùåíèè ìíîãîóãîëüíèêà âîêðóã ñâîåãî öåíòðà, ñ÷èòàòü îäèíàêî-
âûìè?

2. Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ äîêàçàòü ìàëóþ òåîðåìó
Ôåðìà.

Ðåøåíèå.

:::::::::
Òåîðåìà 5.1 (Ôåðìà, ìàëàÿ). Åñëè öåëîå a íå äåëèòñÿ íà ïðî-
ñòîå ÷èñëî p, òî ap−1 ≡p 1.

1. Åñëè íå îòîæäåñòâëÿòü ðàñêðàñêè óêàçàííîãî òèïà, òî
âñåõ ðàñêðàñîê ap.

Èñêëþ÷èì îäíîöâåòíûå ðàñêðàñêè, îñòàëüíûõ � ap−a. Âðà-
ùåíèå ðàñêðàøåííîãî áîëåå, ÷åì â îäèí öâåò p-óãîëüíèêà âî-
êðóã ñâîåãî öåíòðà íà p óãëîâ 2π

p
, 22π

p
, . . ., 2π äàñò íåðàçëè÷èìûå

ðàñêðàñêè.
Èòîãî, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê â áîëåå, ÷åì îäèí öâåò

ðàâíî ap−a
p
, è òîãäà âñåõ ðàñêðàñîê �

C =
ap − a

p
+ a =

a (ap−1 − 1)

p
+ a.

2. Åñëè p = 2, òî a íå÷¼òíî è óòâåðæäåíèå òåîðåìû òðèâè-
àëüíî.

Èíà÷å ïîêàçàíî, ÷òî C � öåëîå ÷èñëî, îòêóäà åñëè a íå

äåëèòñÿ íà p, òî (ap−1 − 1)
... p, òî åñòü ap−1 ≡p 1.

5.2. Â ñèñòåìå øèôðîâàíèÿ RSA ïî äàííûì ìîäóëþ n = 91 è
ýêñïîíåíòå e = 29 íàéòè êëþ÷ ðàñøèôðîâàíèÿ d.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî çíà÷åíèÿ n = 91 è e = 29
âçàèìíî ïðîñòû.

5. Алгебраические основы криптографии 265 

5. Алгебраические основы криптогра- 

фии 

5.1. 1. Решить комбинаторную задачу. 

Пусть р — простое число, большее 2. Сколько существует 

способов С’ раскрасить вершины правильного р-угольника в а 

цветов, если раскраски, получающиеся совмещением при вра- 

щении многоугольника вокруг своего центра, считать одинако- 

выми? 

2. На основе полученного решения доказать малую теорему 

Ферма. 

Решение. 

Теорема 5.1 (Ферма, малая). Если целое а не делится на про- 

стое число р, то а * =, 1. 

1. Если не отождествлять раскраски указанного типа, то 

всех раскрасок а?. 

Исключим одноцветные раскраски, остальных — а?—а. Вра- 

щение раскрашенного более, чем в один цвет р-угольника, во- 

круг своего центра на р углов тт, 27, .... 27 даст неразличимые 

раскраски. 

Итого, число различных раскрасок в более, чем один цвет 

равно ‚ и тогда всех раскрасок — аР—а 

Р 

а’ а а (а? 1—1 
С = аа И, 

р р 

2. Если р = 2, то а нечётно и утверждение теоремы триви- 

ально. 

Иначе показано, что С’— целое число, откуда если а не 

делится на р, то (а?! — Т):р, то есть аР71 =, 1. 

5.2. В системе шифрования ВЗА по данным модулю п = 91 и 

экспоненте е = 29 найти ключ расшифрования 4. 

Решение. Заметим сначала, что значения п = Э1 ие = 29 

взаимно просты.
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Íàéä¼ì ðàçëîæåíèå n = pq è çíà÷åíèå ôóíêöèè Ýéëåðà
ìîäóëÿ:

91 = 7 · 13; φ(91) = 6 · 12 = 72.

×èñëî e = 29 íå èìååò îáùèõ äåëèòåëåé íè ñ n = 91, íè ñ
φ(n) = 72, è çíà÷èò ãîäèòñÿ â êà÷åñòâå êëþ÷à çàøèôðîâàíèÿ.

Íàéä¼ì d èç óñëîâèÿ d · 29 ≡72 1 ïî àëãîðèòìó GE-InvZm:

1 72 0
2 29 1 q = 2 ( 58 2 )
3 14 −2 q = 2 ( 28 − 4 )
4 1 5 q = 14
5 0

Îòêóäà d = 5.

5.3. Ïóñòü â øèôðñèñòåìå RSA îðãàíèçàòîð (ïîëó÷àòåëü ñî-
îáùåíèé) îïóáëèêîâàë îòêðûòûé êëþ÷ (n = 21, e = 11). Íà
ñòîðîíå îòïðàâèòåëÿ èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ êîäèðîâêó êèðèë-
ëè÷åñêîãî àëôàâèòà (A=01, Á=02, . . .) çàøèôðîâàòü ñîîáùåíèå
ÀÁÂ è ðàñøèôðîâàòü ïîëó÷åííóþ êðèïòîãðàììó íà ñòîðîíå
ïîëó÷àòåëÿ.

Ðåøåíèå. Îðãàíèçàòîð âûáðàë n = 21 = 3 · 7, ïîýòîìó
φ(21) = 2 · 6 = 12. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ d ïî àëãîðèòìó GE-InvZm
ðåøàåòñÿ ñðàâíåíèå

d · 11 = 1 (mod 12).

1 12 0
2 11 1 q = 1
3 1 −1 q = 11
4 0

Òàêèì îáðàçîì d = −1 ≡12 11 (ê ñîæàëåíèþ, îêàçàëîñü d = e).
Îòïðàâèòåëü êîäèðóåò ñîîáùåíèå x1 =À, x2 =Á, x3 =Â

ñëîâîì 010203 è çàøèôðîâûâàåò åãî:

y1 =0111 = 1 ≡21 01,

y2 =0211 = 2048 ≡21 11,

y3 =0311 = 177147 ≡21 12.
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Найдём разложение и = рд и значение функции Эйлера 

МОДУЛЯ: 

ыы 9 =7.13; +2(91) =6.12 = 72. 
Число е = 29 не имеет общих делителей ни сп = 91, ни с 

(п) = 72, и значит годится в качестве ключа затифрования. 

йлём фи ловия {. = 1 по алгоритм пули: Найдём 4 из усло 4:29 =7т2 1 по алго СЕ-Шшуй 

1| 72 0 
229 1149=2 (532) 
314 —2 9=2 (28-4) 
411 5 9=м 
50 

Откуда 4 = 5. 

5.3. Пусть в шифрсистеме ВЗА организатор (получатель со- 

общений) опубликовал открытый ключ (п = 21,е = 11). На 

стороне отправителя используя стандартную кодировку кирил- 

лического алфавита (А=01, Б=02,...) зашифровать сообщение 

АБВ и расшифровать полученную криптограмму на стороне 

получателя. 

Решение. Организатор выбрал п = 21 = 3-7, поэтому 

(21) =2.6 = 12. Для определения 4 по алгоритму ЧЕ-шуйт 

решается сравнение 

4:1 = 1 (тоа 12) 

1112 0 

211 1 9=1 
т т 9=п 
410 

Таким образом 4 = —1 =12 11 (к сожалению, оказалось 4 = е). 
Отправитель кодирует сообщение 11 =А, 12 =Б, 13 =В 

словом 010203 и зашифровывает его: 

Л =01"' = Т =» 01, 

у2 =021' = 2048 =>, 1, 

уз =03" = 177147 = 12.
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Ïîëó÷èâ êðèïòîãðàììó 011112, îðãàíèçàòîð ðàñøèôðîâû-
âàåò åãî:

x1 =0111 = 1 ≡21 1,

x2 =1111 = 285311670611 ≡21 2,

x3 =1211 = 743008370688 ≡21 3.

5.4. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ñîãëàñîâàíèÿ, ðåøèòü ñðàâíåíèÿ

à) 6x ≡11 2; á) 8x ≡11 3; â) 2x ≡13 3.

Ðåøåíèå. (à) 6x ≡11 2. Èìååì p = 11, a = 6, b = 2.

1. H =
⌈√

11
⌉
= 4.

2. 64 = 1296 ≡11 9 = c (1296 = 117 · 11 + 9).

3. u = 1, 2, 3, 4

u 1 2 3 4
9u 9 9 · 9 = 81 4 · 9 = 36 3 · 9 = 27

9u (mod 11) 9 4 3 5

4. v = 0, . . . , 4
v 0 1 2 3 4
6v 1 6 36 216 1296

2 · 6v 2 12 72 432 2592
2 · 6v (mod 11) 9 1 6 3 7

5. Ñîâïàë ýëåìåíò 3 òàáëèö ïðè u = 3 è v = 3. Îòñþäà
îòâåò: x = Hu− v = 4 · 3− 3 ≡10 9.

(á) 8x ≡11 3. Èìååì p = 11, a = 8, b = 3.

1. H = 4.

2. 84 = 4096 ≡11 4 = c.

3.
u 1 2 3 4
4u 4 4 · 4 = 16 5 · 4 = 20 9 · 4 = 36

4u (mod 11) 4 5 9 3
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Получив криптограмму 011112, организатор расшифровы- 

вает его: 

ал =01'И = 1 = 1, 

12 = = 285311670611 = 2, 

хз =12! = 7430083706888 =1 3. 

5.4. Используя алгоритм согласования, решить сравнения 

а) 67 =11 2; 6) 87 =11 3; в) 27 =13 3. 

Решение. (а) 67 =11 2. Имеем р = 1, а=б, 6 = 2. 

1. н= [Уп | =4 

2. 61 =1296 = 1 9=с (1296 = 117. 1+9). 

3. и-12.3,4 
и 1 5 3 д 
9% 9 9.9=8114.9=36 | 3.9=27 

9% (поа 11) |9 д 3 Б 

4. %=0...., 

0 
116 36| 216 1296 

2.67 212 | 72 | 432 2592 
26° (шоа 1) 91163 |7 

5. Совпал элемент 3 таблиц при и = Зи = 3. Отсюда 

ответ: х = Ни-о=4.3-—-3 = 9. 

(6) 8 =и 3. Имеем р = ЦП а=8, 6 = 3. 

1. Н=4. 

2. 8 = 4096 =11 4 = с. 

и 1 2 3 А 
3. 4 4 4.4=16|5.4=20|9.4=36 

4" (шоа 11) |4 5 9 3 
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4.

v 0 1 2 3 4
8v 1 8 64 512 4096

3 · 8v 3
3 · 8v (mod 11) 3

5. Ñîâïàë ýëåìåíò 4 òàáëèö ïðè u = 4 è v = 0. Îòñþäà
Hu− v = 4 · 4 = 16 ≡10 6.

Îòâåò: x = 6.

(â) 2x ≡13 3. Èìååì p = 13, a = 2, b = 3.

1. H = 4.

2. 24 = 16 ≡13 3 = c.

3.
u 1 2 3 4
cu 3 9 27 3

cu (mod 13) 3 9 1 3

4.

v 0 1 2 3 4
2v 1

3 · 2v 3
3 · 2v (mod 11) 3

5. Ñîâïàë ýëåìåíò 3 òàáëèö ïðè u = 1, 4 è v = 0. Îòñþäà
Hu− v = 4 · 1 = 4, èëè 4 · 4 ≡12 4.

Îòâåò: x = 4.

5.5. Àëèñà A, Áîá B è Êèðèëë C âåäóò ñåêðåòíóþ ïåðåïèñêó,
èñïîëüçóÿ ïðîòîêîë DH, â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ êîòîðîãî îíè
âûáðàëè çíà÷åíèÿ p = 23 è α = 2. Ñåêðåòíûå êëþ÷è Àëèñû,
Áîáà è Êèðèëëà ñóòü

xA = 5, xB = 17 è xC = 12 ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèòü èõ îòêðûòûå XA, XB è XC è îáùèå ñåêðåòíûå êëþ-
÷è KAB, KAC è KBC .

Ðåøåíèå. XA = 25 = 32 ≡23 9;

XB = 217 = 131 072 ≡23 18;
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р 0112 3 4 

р 8° 1181 64 | 512 | 4096 

| 3.8? 3 

3. 8° (шо 11) || 3 

5. Совпал элемент 4 таблиц при и = 4 иу = 0. Отсюда 

Ни -о=4.4 = 16 о 6. 

Ответ: 5х = 6. 

(в) 27 =з3. Имеем р = 13, а=2, 6 =3. 

1. Н=4. 

2. 24 = 16 =з3 = с. 

|7 1121314 

3. (би 819 273 

с“ (шоа 13) 13191113 

й 01234 

2° 1 

ы 3.2? 3 

3.27 (шоа 1) |3 

5. Совпал элемент 3 таблиц при и = 1,4 иф = 0. Отсюда 

Ни-у=4.1=4, или 4.4 =12 4. 

Ответ: 5х = 4. 

5.5. Алиса А, Боб В и Кирилл С ведут секретную переписку, 

используя протокол ОН, в качестве параметров которого они 

выбрали значения р = 23 и а = 2. Секретные ключи Алисы, 

Боба и Кирилла суть 

ТА =5, тв =17 и хс = 12 соответственно. 

Определить их открытые Хд, Хви Хс и общие секретные клю- 

ЧИ Клдв, Клдс И Квс. 

Решение. —Хд = 25 = 32 =. 9; 

Хв = 2" = 131072 =.з 18;
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XC = 212 = 4096 ≡23 2;

KAB = X17
A = 917 = 16 677 181 699 666 569 ≡23 3;

KAC = X12
A = 912 = 282 429 536 481 ≡23 9;

KBC = X12
B = 1812 = 1156 831 381 426 176 ≡23 18.

5.6. Â ñèñòåìå RSA âûáðàíû ïðîñòîå ÷èñëà p = 11 è q = 17 è
ýêñïîíåíòà e = 13. Îïðåäåëèòü îòêðûòûé è ñåêðåòíûé êëþ÷è è
ðàñøèôðîâàòü øèôðòåêñòû y1 = 02 è y2 = 03.

Ðåøåíèå. Îïðåäåëèì ìîäóëü n = pq = 11 · 17 = 187. Ïðè
ýòîì ýêñïîíåíòà e = 13 âçàèìíî ïðîñòà ñ p−1 = 10 è q−1 = 16.
Îòêðûòûé êëþ÷ åñòü ïàðà (187, 13).

Îïðåäåëèì êëþ÷ ðàñøèôðîâàíèÿ d. Âû÷èñëèâ φ(n) = (p−
1)(q − 1) = 160, ðåøèì ñðàâíåíèå

d · 13 ≡160 1.

1 160 0
2 13 1 q = 12 ( 156 12 )
3 4 −12 q = 3 ( 12 − 36)
4 1 37 q = 4
5 0

Ïîëó÷àåì d = 37.
Ðàñøèôðîâûâàåì êðèïòîãðàììû 02 è 03:

x1 = 237 = 137 438 953 472 ≡187 117,

x2 = 337 = 450 283 905 890 997 363 ≡187 141.
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Хе = 2? = 4096 =» 2; 

Клв = ХХ = 9" = 16677 181 699 666 569 =оз 3; 

Клс = Х№ = 91? = 282 429536481 =оз 9; 

Квс = ХЕ = 18? = 1156831 381 426 176 =оз 18. 

5.6. В системе ВЗА выбраны простое числа р = Тиа= 17 и 

экспонента е = 13. Определить открытый и секретный ключи и 

расшифровать шифртексты 9/1 = 02 и 12 = 03. 

Решение. Определим модуль п = ра = И. 17 = 187. При 

этом экспонента е = 13 взаимно проста с р— 1 = 10 иа-— 1 = 16. 

Открытый ключ есть пара (187, 13). 

Определим ключ расшифрования 4. Вычислив ф(п) = (р— 

1)(4а- 1) = 160, решим сравнение 

а: 13 160 1. 

11160 0 

2113 1 |9=12 (15612) 
14 В [94=3 (№ - 36) 
4! 1 37 | а=4 

50 

Получаем 4 = 37. 

Расшифровываем криптограммы 02 и 03: 

1 = = 1377438953472 =1а7т ШТ, 

тд = 337 = 450 283 905 890 997 363 =1ат 141. 

237
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